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Dodatek E. Liczby kardynalne

Do okreslania liczby elementow zbiorow skonczonych stuza liczby naturalne.
W wykladzie 7 przyjelisémy, ze skoniczony zbiér A ma n elementéw (gdzie n € N),
jesli jest rownoliczny ze zbiorem [n], ztozonym z liczb 1,...,n, jesli n > 0 i réwnym
@, gdy n = 0. Zbidr [n] uznalismy wiec za ,wzorcowy” zbidr n-elementowy. Innym
takim zbiorem, ktorym teraz wygodniej nam bedzie sie postugiwac, jest odcinek
poczatkowy O(n) = {k € N : k < n} wyznaczony w zbiorze liczb naturalnych
przez liczbe n. Oznaczajac symbolem |A| liczbe elementow zbioru A, czyli te jedyna
liczbe n, dla ktérej A ~ O(n), mozemy stwierdzié¢, ze dla dowolnych zbioréw skon-
czonych A1 B

A~B & |Al=|B|.

Rownolicznosé zbiorow skonczonych jest wiec scharakteryzowana przez rownosc
przyporzadkowanych tym zbiorom liczb ich elementow. Zarazem przypisanie zbio-
rowi A liczby |A| nastepuje w wyniku poréwnania zbioru A pod wzgledem mocy

ze ,wrzorcowymi” zbiorami skonczonymi postaci O(n).

W tym rozdziale rozszerzymy pojecie liczby elementéw na zbiory nieskoneczo-

ne.

Przypomnijmy, ze w toku dotychczasowych wyktadow ustaliliSmy jedynie, co
znacza stwierdzenia w rodzaju: ,zbiory A 1 B maja te sama moc” lub ,moc jed-
nego zbioru jest mniejsza niz moc drugiego zbioru”. Wygodnie jest jednak zdefinio-
waé tzw. liczby kardynalne 1 postugiwaé¢ sie nimi w taki sposéb, w jaki uzywamy
liczb naturalnych przy badaniu liczebnosci zbioréw skonczonych. Chodzi wiec o
to, by dla kazdego zbioru A istniata dokladnie jedna liczba kardynalna, ktora
nazwiemy jego moca i oznaczymy symbolem |A|. Rownolicznosé zbioréw A, B po-
winna by¢ przy tym scharakteryzowana przez rownosc przyporzadkowanych tym

zbiorom liczb kardynalnych:
A~B & |4|= B,

gdzie znak rownosci po prawej stronie powyzsze] réwnowaznosci oznacza bycie ta

samg liczba kardynalna.

Narzuca sie pomyst, by podobnie jak w przypadku zbiorow skonczonych, przy-
pisanie zbiorowi A liczby kardynalnej |A| wiazalo si¢ ze wskazaniem pewnego wzor-

cowego zbioru rownolicznego z A. Takie postepowanie jest tym bardziej naturalne,
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ze jak zauwazyliSmy w wykladzie 9 (zob. uwage po przykladzie 9.12) réwnolicz-
nos¢ zbiorow ma wlasnosci kojarzace sie z relacjami réwnowaznosci. Podobny pro-
blem musieliSmy rozwiazac, chcac zdefiniowac liczby porzadkowe (zob. dodatek

C). Liczby porzadkowe postuza nam teraz do zdefiniowania liczb kardynalnych.

Przypomnijmy, ze (zob. dodatek C) liczbe porzadkowa k nazywamy liczba
poczatkowa, jesdli kazdy wlasciwy odcinek poczatkowy zbioru O(k) jest mocy

muniejszej niz zbior O(k).

Przyjmijmy, ze liczby kardynalne sa to poczatkowe liczby porzadkowe.
Zatem liczba porzadkowa k jest liczba kardynalna, jesli

|O(a)] < |O(k)| dla kazdej liczby porzadkowej o < k.

Pokazemy teraz, ze definicja ta spelnia nasze oczekiwania.

Twierdzenie E.1. Dla kazdego zbioru A istnieje dokladnie jedna liczba kardy-
nalna «, dla ktérej A ~ O(k).

Dowdd. Wezmy dowolny zbior A 1 sprobujmy znalezé liczbe kardynalng k.,
dla ktérej A ~ O(k). Od razu zauwazmy, ze liczba ta, o ile istnieje, jest jedyna.
Istotnie, niech x i A beda liczbami kardynalnymi takimi, ze A # & oraz A ~ O(k)
i A ~ O()). Bez ograniczenia ogélnosci zalézmy, ze A < k. Wtedy jednak O(X\),
jako wlasciwy odcinek poczatkowy zbioru O( k), jest mocy mniejszej niz zbidr O(x ),

gdyz k jest liczba poczatkowa. Wynika stad, ze A 4 O()), sprzecznosc.

Dla dowodu istnienia, zdefiniujmy liczbe porzadkows k jako najmniejsza liczbe

porzadkows « taka, ze zbior A jest réwnoliczny ze zbiorem O(«).

Zauwazmy, ze definicja ta jest poprawna, tzn. istnieja liczby porzadkowe o
wlasnosci A ~ O(a), a wéréd nich jest liczba najmniejsza (zob. uwage po twierdze-
niu C.14). Istotnie, twierdzenie Zermelo moéwi, ze istnieje pewna relacja =< dobrze
porzadkujaca zbidr A; niech o = typ(A4, <). Wowezas izomorfizm zbioréw dobrze

uporzadkowanych (A, <) oraz (O(«), <) ustala réwnolicznosc zbioréw A i O(a).

Oczywiste jest tez, ze r jest liczbg kardynalng. Jesli bowiem [ < k, to z
definicji liczby & wynika, ze A o O(3), wiec O(f3) 4 O(k). Ponadto O(3) C O(k),
wice |O(8)] < [O(x)|. W
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Moca zbioru A nazywamy te jedyna liczbe kardynalna s, dla ktérej A ~
O(k). Moc zbioru A oznaczamy symbolem |A|. Jesli |A| = &, to mdéwimy, ze zbidr
A ma moc k lub jest zbiorem mocy . Z dowodu twierdzenia E.1 wynika, ze

moc zbioru A jest najmniejszg liczbe porzadkowa o taka, ze A ~ O(«).
Whiosek E.2. Dla dowolnych zbiorow A i B
A~B & |A|l=|B|

(znak réwnosci po prawej stronie powyzszej rownowaznosci oznacza, ze liczby kar-

dynalne |A| 1 |B| sa identyczne). W

Zauwazmy, ze wezesniej pisalismy |A| = |B|, chcac wyrazi¢ réwnolicznosé
zbioréw A i B. Wprowadzenie symbolu |A| na oznaczenie mocy zbioru jest z tym

zgodne.

Przypomnijmy tez, ze skonczone liczby porzadkowe utozsamilismy z liczbami
naturalnymi. Zatem liczby naturalne to skonczone liczby kardynalne i jesli A jest
zbiorem skonczonym, to symbol |A| zachowuje swdj wezesniejszy sens. Moc zbioru

jest wiec uogolnieniem pojecia liczby elementow zbioru.

Roéwniez, jak sie zaraz przekonamy, oznaczenia |A| < |B| i |A|] < |B|, ro-
zumiane jako nieréwnosci miedzy liczbami porzadkowymi |A| i |B|, wyrazaja to
samo, co dotad.

Twierdzenie E.3. Dla dowolnych zbiorow A i B
(1) |A| < |B| wtedy i tylko wtedy, gdy zbiér A jest mocy mniejszej niz zbiér B.
(2) |A| < |B| wtedy i tylko wtedy, gdy zbiér A jest mocy nie wiekszej niz zbidr
B.
Dowdéd. Niech |A] = k1 |B|=A. Wtedy A ~ O(k) i B ~ O(\).

Dla dowodu punktu (1) wystarczy zauwazyé, ze k < A wtedy i tylko wtedy,
gdy O(k) & O(A), co jest réwnowazne temu, ze zbidr O(k) jest mocy mniejszej niz

zbior O(N).
Punkt (2) wynika natychmiast z punktu (1). W

Whiosek E.4. Dla dowolnych zbiorow A, B, gdzie A # @, oraz liczby kardynalne;j

K
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(1) & < |B| wtedy i tylko wtedy, gdy zbiér B zawiera podzbiér mocy .
(2) |A| < k wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje ciag pozaskonczony (aq)a<x typu £
taki, ze A = {aq: a < k}.

Dowéd. Zauwazmy, ze £ = |O(k)| i skorzystajmy z twierdzenia E.3 (punkt

(2))-

Punkt (1) wynika stad natychmiast, a dla dowodu punktu (2) wystarczy przy-
pomniec, ze zgodnie z twierdzeniem 6.11 nieréwnosé |A| < |O(k)|, gdzie A # @,

jest réwnowazna istnieniu funkeji z O(k) na A. W

Mozna wiec powiedziec, ze niepusty zbior A jest mocy co najwyzej k wtedy @

tylko wtedy, gdy jego elementy mozna ustawié w ciqg pozaskonczony typu K.
Kolejne twierdzenie przedstawia podstawowe wtasnosci liczb kardynalnych.

Twierdzenie E.5. Dla dowolnej liczby porzadkowej «

(1) « jest liczba kardynalna wtedy i tylko wtedy, gdy |O(«a)| = «; ponadto, jesli
« nie jest liczba kardynalna, to |O(«a)| < «,

(2) « jest liczba kardynalng wtedy i tylko wtedy, gdy 8 < |O(«)| dla kazdej liczby
porzadkowej 3 < «,

(3) « jest liczba kardynalng wtedy i tylko wtedy, gdy |O(3)| > « dla kazdej liczby
porzadkowej # > «,

(4) jesli a jest nieskonczona liczba kardynalna, to « jest graniczna liczba porzad-
kowa, tzn. f <a = f+1 < a.

Dowdéd. Najpierw zatozmy, ze a jest liczba kardynalng i pokazmy, ze ma

wowcezas wlasnosci z punktéw (1) — (4).

Oczywiscie |O(a)| = «, gdyz wlasnie £ = « jest taka liczba kardynalna, dla
ktorej O(a) ~ O(k).

Jedli B < a, to f < |O(«)|, gdyz jak zauwazyliSmy, |O(«)| = «a.
Jesli > «, to oczywiscie |O(B)] > |O(a)| = a.

Zalézmy wreszcie, ze liczba kardynalna o jest nieskonczona (tzn. zbidr O(«)

jest nieskonczony) i przypusémy, ze o =  + 1 dla pewnej liczby porzadkowe;j
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B < a. Wtedy O(a) = O(8) U{B}, a stad |O(8)| = [O(a) \ {8} = [O(a)] = a,
gdyz usuniecie jednego elementu ze zbioru nieskonczonego nie zmienia jego mocy

(zob. twierdzenie 7.15). To jednakze przeczy zalozeniu, ze « jest liczba kardynalna.

Teraz przyjmijmy, ze o nie jest liczba kardynalna. Wtedy |O(«)| # «, gdyz
moc dowolnego zbioru jest liczba kardynalna. Nie jest wiec spelniony warunek
z punktu (1). Co wiecej, jesli |O(a)| = S, to B < «. Istotnie, w przeciwnym
razie o < f3, a stad |O(«)| < |O(B)] = B, gdyz [ jest liczba kardynalna. To
jednak przeczy definicji liczby . W szczegdlnosci liczba 8 = |O(«)| jest taka
liczba mniejsza od «, dla ktérej nie jest prawda, ze # < |O(«)|. Nie zachodzi wiec

warunek z punktu (2).

Na koniec zauwazmy, ze z udowodnionej wezesniej nieréwnosci |O(a)| < «

wynika zaprzeczenie warunku z punktu (3). W

Zauwazmy, ze z kazdym zbiorem A zwiazalismy dwa obiekty, ktore jedno-
znacznie okreslaja jego liczebnoscé: moc zbioru A, czyli liczbe kardynalna £ = |A|
oraz zbior O(k) — wzorcowy zbidr tej wlasnie mocy. Jesli definiuje sie liczby po-
rzadkowe metoda von Neumanna, to k = O(k) i kazda liczba kardynalna sama
jest wzorcowym zbiorem mocy k — zbiorem wszystkich liczb porzgdkowych od
niej mniejszych. W tym rozdziale nie bedziemy jednak z tego utozsamienia ko-
rzysta¢. Przypomnijmy natomiast, ze liczbe porzadkowa « nazywamy skonczona
(odp. nieskonczona, przeliczalna, nieprzeliczalna itp.), jesli zbiér O(«) jest skon-

czony (odp. nieskonczony, przeliczalny, nieprzeliczalny, itd. ).

Przyklad E.6. Nie kazda graniczna liczba porzadkowa jest liczba kardynalna.
Liczba kardynalna nie jest na przyktad zadna przeliczalna liczba porzadkowa gra-
niczna oprocz liczby w; w szezegdlnosel liczby w + w, w - w 1 w* nie sa liczbami

kardynalnymi. W

Najmniejsza nieskonczong liczbe kardynalna jest najmniejsza nieskonczona
liczba porzadkowa w. Jest to moc zbioru liczb naturalnych. Te liczbe kardynalna
oznacza sie tez symbolami wy lub Ry (alef zero). Mamy wiec |N| = Rq i zbiory
przeliczalne nazywamy czesto zbiorami mocy alef zero. Zbiér A jest nieskonczony
wtedy 1 tylko wtedy, gdy |A| > RNg.

Najmniejsza nieprzeliczalng liczbe kardynalng jest najmniejsza nieprzeliczalna

liczba porzadkowa wi. Oznacza sie ja tez symbolem Ry (alef jeden). Jest ona
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najmniejszg liczba kardynalng wieksza od Ng. Zbior A jest nieprzeliczalny wtedy i
tylko wtedy, gdy |A| > V.

Liczby kardynalne Ny 1 Ny stanowia poczatek skali nieskonczonych liczb kar-

dynalnych, tzw. skali aleféow:
Rg, Ny, Ro, oo Ry, Rygq,. ..

czyli rosnacej numeracji kolejnych nieskonczonych liczb kardynalnych za pomoca

liczb porzadkowych.

Dokladniej, N, (alef alfa), gdzie « jest liczba porzadkowa, oznacza liczbe
kardynalna x taka, ze typ porzadkowy zbioru wszystkich nieskonczonych liczb
kardynalnych mniejszych od & (dobrze uporzadkowanego przez relacje < pordw-
nywania liczb porzadkowych) jest réwny «. Moéwiac nieformalnie, R, jest a-ta,

liczac od zera, nieskonczona liczba kardynalna.

Oczywiscie kazda nieskonczona liczba kardynalna s jest réwna N, dla (do-

ktadnie jednej) liczby porzadkowej o danej wzorem:
a = typ({A € O(k) : A jest nieskoniczong liczba kardynalna}).

Istnienie liczby N, dla dowolnej liczby porzadkowej « uzyskamy jako wniosek z
nastepujacego twierdzenia, ktore raz jeszcze potwierdza poczyniona w wyktadzie 6

uwage, ze istnieje niezmierne bogactwo mocy zbioréw nieskonczonych (zob. twier-

dzenia 6.27).

Twierdzenie E.7.
(1) Dla kazdej liczby porzadkowej v istnieje liczba kardynalna wieksza od ~.
(2) Dla kazdego zbioru A, zlozonego z liczb kardynalnych, istnieje liczba kardy-

nalna wieksza od wszystkich liczb ze zbioru A.

(3) Nie istnieje zbidr, zlozony ze wszystkich liczb kardynalnych.

Dowéd. Dla dowodu punktu (1) wystarczy zauwazyc, ze na mocy twierdzenia

Cantora mamy
[PO(y))] > |0(7)]-
Zatem z twierdzenia E.5 (punkt (3)) wynika, ze
[POM))] > 7.
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Jesli A jest zbiorem, ztozonym z liczb kardynalnych, to z twierdzenia C.18
(punkt (1)) wynika, ze istnieje liczba porzadkowa ~ wieksza od wszystkich liczb
ze zbioru A. Wystarczy teraz skorzystac¢ z punktu (1).

Punkt (3) wynika natychmiast z punktu (2). W
Whiosek E.8. Dla dowolnej liczby porzadkowej « istnieje liczba kardynalna R,.

Dowéd. Dla @ = 0 mamy Ny = w. Niech wiec o > 0 1 zalézmy, ze dla kazde]
liczby porzadkowej 3 < « istnieje Ng. Pokazemy, ze wynika stad istnienie liczby

N, co na mocy zasady indukeji pozaskonczonej zakonczy dowod.

Rozwazmy zbiér liczb kardynalnych A = {X3 : § < a}. Z twierdzenia E.7
wynika, ze istnieja liczby kardynalne wieksze od kazdej liczby ze zbioru A; niech

k bedzie najmniejsza z nich. Twierdzimy, ze k = N,.
Niech wiec
B ={X € O(k): A jest nieskonczona liczba kardynalna}, oraz = typ(B, <);
wtedy & = Nz i chcemy pokazac, ze f = a.

Zauwazmy, ze typ(A4, <) = «, gdyz funkcja f : O(a) — A dana wzorem f(f) =
N3, jest izomorfizmem. Wystarczy wiec udowodnic, ze B = A. Zawieranie A C B
wynika wprost z definicji liczby x. Dla dowodu inkluzji odwrotnej wezmy A €
B. Wtedy A = Ns dla pewnej liczby porzadkowej 6. Co wiecej, 6 < «, gdyz w
przeciwnym razie liczba A = N5 bytaby wieksza od wszystkich liczb ze zbioru A i

zarazem mniejsza od liczby k, whrew jej definicji. Zatem A € A, co koncezy dowod.

Na oznaczenie liczby R, ozywa sie tez symbolu wy; zwyczajowo, N, oznacza
na ogél moc zbioru, za$ w, — typ porzadkowy zbioru dobrze uporzadkowanego (o

ile jest on liczba kardynalna). Formalnie jednak mamy: R, = wq.

Moc zbioru liczb rzeczywistych nazywa sie continuum i oznacza symbolem c.
Mamy wiee |R| = ¢; w wykladzie 8 pokazalismy wiele innych przyktadéw zbiorow

mocy continuum.

Oczywiscie liczba ¢ znajduje sie gdzies na skali alefow powyzej liczby Ry. Can-

tor przypuszezal, ze ¢ = Ry i zdanie to nazywane jest hipoteza continuum (w
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skrocie CH od angielskiej nazwy Continuum Hypothesis). Jak jednak wspomnie-
lismy w wyktadzie 8, jest ono niezalezne od aksjomatow teorii mnogosci ZFC. Z
jednej strony mozna je przyjac jako dodatkowy aksjomat, z drugiej strony Cohen
pokazal, ze dodatkowym aksjomatem moze byc kazde z osobna ze zdan postaci
¢ = Ry, ¢ = V3 itd. (ale juz na przyklad nie moze nim byé¢ zadna z réwnosci
¢ =Ny, ¢ =Ny, lub ¢ = N, gdyz sa one po prostu fatszywe — zob. twierdzenie
E.21).

Na liczbach kardynalnych mozna wykonywa¢ dziatania, analogiczne do dziatan

arytmetycznych na liczbach naturalnych.

Dla liczb kardynalnych x i A definiujemy

(1) sume (kardynalng) wzorem
K+ A=|AUB|, gdzie |A|l=k, |Bl]=Xoraz ANB =g,
(2) iloczyn (kardynalny) wzorem
k- A=|AXxB| gdzie |Al=k, |B]=A,
(3) potege (kardynalng) wzorem

*=|AP|, gdzie |Al ==k, |B] =\

W powyzszych definicjach A 1 B sa dowolnymi zbiorami takimi, ze |A| = &
i |B| = A, a w przypadku definicji sumy dodatkowo zakladamy, ze AN B = @.
Poprawnosé¢ tych definicji (zdefiniowane liczby kardynalne zaleza jedynie od liczb
kardynalnych i ) opiera sie na nastepujacym lemacie, bedacym przypomnieniem

poznanych juz wezesniej faktow (zob. lematy 8.7 1 8.16).

Lemat E.9. Niech A; ~ Ay 1 By ~ By. Wtedy

(1) jesi AyNBy = Ay N By =3, to Ay UBy ~ Ay U By,
(2) Ay x By ~ Ay x By,

(3) APr ~ AP m

Innymi stowy, moce zbioréw A8, Ax B oraz AUB (w tym ostatnim przypadku
zakladamy, ze AN B = @) zaleza wylacznie od mocy zbioréw A 1 B.
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Whiosek E.10. Dla dowolnych zbioréw A i B:
(1) |A|+|B|=]AUB|,0ile ANB =g,

(2) |A|-|B|=|Ax B,

(3) [A]Pl =147 =

Whprost z definicji 1 wltasnosci odpowiednich dziatan na zbiorach tatwo wynika,
ze suma kardynalna 1 illoczyn kardynalny sa dzialaniami przemiennymi, tacznymi,

a mnozenie jest rozdzielne wzgledem dodawania:

K-(A+p)=r-A+r-p.

Odnotujmy rowniez nastepujace prawa motonicznosci, ktérych tatwe dowody

pozostawiamy jako ¢wiczenie.

(1) s <A=r+p<A+yp,
(2) k< A= R p <Ay
(3) Kk < A= g <MK

(4) K <X = ps < ph

Poza tym potegowanie kardynalne utatwiaja nastepujace wzory, uogdlniajace

znane prawa arytmetyki liczb naturalnych.

Twierdzenie E.11. Dla dowolnych liczb kardynalnych «, A i p zachodzg wzory
(1) (+M)" = rMe,
(2) (5 A = A,

(3) RATE = AL gH,

Dowéd. Wezmy dowolne zbiory A, Bi C takie, ze |A| = &, |B| = A, |C|= p.

Poniewaz wowczas
I .
(A7) = (%) oraz  [APXC] = kM0
wiec dla dowodu wzoru (1) wystarczy pokazac, ze
(AB)C ~ ABXC'
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Okreslmy zatem odwzorowanie
R O R

w nastepujacy sposéb. Niech f € (AP) ezyli f: C — AP, Jedli wiee f. oznacza
wartosc¢ funkeji f w punkeie ¢ € C, to f, jest pewna funkcja ze zbioru B w zbior
A. Wartoscig odwzorowania ® dla argumentu f ma by¢ pewna funkeja ®(f) =g :

B x C'— A. Okreslmy ja wzorem
g(b,c) = fe(b) dla be B, ceC.
Odwzorowanie ® jest réznowartoéciowe. Istotnie, jesli f,h € (AB)C oraz f #

h, to f. # h. dla pewnego ¢ € C. Zatem f.(b) # h.(b) dla pewnego b € B. To
jednak znaczy, ze ®(f)(b,c) # ®(h)(b,c), czyli ®(f) # ®(h).

Zauwazmy nastepnie, ze przeciwdziedzing odwzorowania ® jest zbiér AB*C.

Mianowicie, dowolna funkeja g : BxC — A jest postaci ®( f) dla funkeji f € (AB)¢
okreslonej wzorem

fo(b) =g(b,e) dla be B, ceC.

Odwzorowanie ® ustala zatem rownolicznosé zbiorow (AB)C i ABXC,
Podobnie,
(A x B)“| = (x-\)" oraz |AY x BY| = k" - A",

wiec dla dowodu wzoru (2) wystarczy pokazac, ze

(A x B)Y ~ A° x BC.

Niech funkcje py : A x B— A oraz pp : A X B— B beda rzutowaniami,

odpowiednio, na o$ A oraz o§ B, tzn.

pala,b) =a oraz ppla,b) =b dla (a,b) € A x B.

Zdefiniujmy odwzorowanie
T: (A xB)Y — A x B
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Za PoImocg wzoru

U(g)=(p1og,p2og) dla gE(AxB)C.

Odwzorowanie ¥ przyporzadkowuje wiec funkeji g : C — (A x B) pare takich
funkeji: ¢1 : C — A oraz g2 : C — B, ze g(¢) = (¢g1(¢), g2(¢c)) dla kazdego ¢ € C.
Fatwe sprawdzenie, ze przeksztalca ono wzajemnie jednoznacznie zbiér (4 x B)¢

na zbiér A x BY, pozostawiamy jako ¢wiczenie (zob. zadanie 5.5). W

W koncu, jesli dodatkowo zatozymy, ze BN C = ., to

|ABYC | = At oraz |AP x A9 = kN RF,

wiec dowdd wzoru (3) sprowadza sie do pokazania, ze

ABYC L AB « A,

Okreslmy wiec odwzorowanie
0 : ABUC 4P « A¢

WZOorein

O(g) = (9|B,g|C) dla g€ AP,

Odwzorowanie © przyporzadkowuje wiec funkeji g : B U C'— A pare funk-
cji: g|B : B— A oraz ¢g|C : C — A. Rutynowe sprawdzenie, ze przeksztalca ono
wzajemnie jednoznacznie zbiér APYY na zbiér AP x AY, pozostawiamy réwniez
jako ¢wiczenie (zob. podobne rozumowanie w dowodzie twierdzenia 7.9 — dodatek
B oraz zadanie 5.6). W

Zauwazmy, ze sume 1 iloczyn liczb kardynalnych oznaczyliSmy tymi samymi
symbolami, co odpowiednie dzialania na liczbach porzadkowych. Teoretycznie
moze to prowadzi¢ do nieporozumien, gdyz liczby kardynalne sg pewnymi licz-
bami porzadkowymi. Na ogoét jednak z kontekstu jasno wynika, o jakie dzialanie

chodzi w konkretnym wypadku.

Jak widzimy, twierdzeniom teorii réwnolicznosci mozna nadawaé forme wzo-

row arytmetyki liczb kardynalnych. Zapiszemy teraz w ten sposob szereg faktow,
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dotyczacych przede wszystkim zbioréw co najwyzej przeliczalnych i zbiorow mocy

continuum, ktore udowodnilismy w toku wykladow poswieconych rownolicznosei.

Twierdzenie E.12.

N TN TN TN N TN N N
©O© 00 =~ O Ot = W N
e e S S S S e e e

—
e

(6)

2% > k dla dowolnej liczby kardynalnej &,

No + Ng = Ny,

Np - Rg = Ry,

No" = Ny dla dowolnej liczby naturalnej n > 0,
2o — N N0 = ¢,

ct+c=c,

c-c=c,

¢" = ¢ dla dowolnej liczby naturalnej n > 0,

Ny

¢t =g,

2t = ¢,
Dowdéd. Powyzsze wzory wyrazaja odpowiednio nastepujace fakty:

twierdzenie Cantora (por. twierdzenie 6.6); wystarczy zauwazyc, ze dla kaz-

dego zbioru A mamy

IP(A)] = [{0,1}4] = 21,

suma dwodch zbioréw przeliczalnych jest zbiorem przeliczalnym (por. wniosek

7.24),

iloczyn kartezjanski dwoch zbioréw przeliczalnych jest zbiorem przeliczalnym

(por. twierdzenie 7.28),

zbior wszystkich ciggow ustalonej skonczonej dtugosci n > 0 o wyrazach w da-

nym zbiorze przeliczalnym jest zbiorem przeliczalnym (por. twierdzenie 7.33),

zbidr wszystkich nieskoriczonych ciagdéw o wyrazach w zbiorze {0, 1}, a takze
zbior wszystkich nieskonczonych ciagéow o wyrazach w danym zbiorze przeli-

czalnym sa zbiorami mocy continuum (por. twierdzenie 8.1),

suma dwéch zbioréw mocy continuum jest zbiorem mocy continuum (por.
twierdzenie 8.10),
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(7) iloczyn kartezjanski dwoch zbioréw mocy continuum jest zbiorem mocy con-

tinuum (por. twierdzenie 8.8),

(8) zbior wszystkich ciagow ustalonej skonczonej dlugosci n > 0 o wyrazach w da-

nym zbiorze mocy continuum jest zbiorem mocy continuum (por. twierdzenie

8.12),

(9) zbior wszystkich ciagéw nieskonczonych o wyrazach w danym zbiorze mocy

continuum jest zbiorem mocy continuum (por. twierdzenie 8.17),

(10) rodzina wszystkich podzbioréw zbioru R jest réwnoliczna ze zbiorem wszyst-

kich funkeji rzeczywistych (por. twierdzenie 8.32).

Przy okazji zauwazmy, ze dowody niektorych z powyzszych wzoréw mozna zre-
dagowac w zwiezly sposob, postugujac sie poznanymi w twierdzeniu E.11 prawami

potegowania liczb kardynalnych. Przyktadowo
(7) c-c=2%0 . 280 = 2RoFRo — 9o — ¢

(9) R0 = (2%0)"0 = ooRo — oo — ¢

(10) € = (2%) =o€ —o0, m

W wyktadach 8 1 13 wspominalidémy o twierdzeniu Hessenberga, ktore mowi,
ze jesli T jest zbiorem nieskonczonym, to T X T ~ T. W jezyku liczb kardynalnych

stanowi ono uogolnienie wzorow:
Ng-Ng =Ry oraz c-c=c.
Twierdzenie E.13. (Hessenberg) Dla dowolnej nieskoniczonej liczby kardynalne;

k zachodzi réwnosé

K-K =K. (*)

Pokazemy dwa niezalezne dowody twierdzenia Hessenberga. Pierwszy z nich

oparty bedzie na lemacie Kuratowskiego-Zorna.

Dowéd twierdzenia Hessenberga — wersja I. Niech T bedzie dowolnym
zbiorem mocy k. Definiujemy zbior X zlozony z funkeji f o nastepujacych wta-

snosciach:
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(1) zbiér Dy jest nieskonczony,

(2) Dy C T,
(3) Ry =Dy x Dy,

(4) funkcja f jest réznowartosciowa.

Pokazemy, ze zbior X, czesciowo uporzadkowany przez relacje inkluzji, spelnia

zalozenia lematu Kuratowskiego-Zorna.

Zauwazmy najpierw, ze X # @. Istotnie, skoro zbiér T jest nieskonczony, to

zawlera podzbior przeliczalny S. Istnieje wiec funkcja f: .5 —— § x S i wéwezas

feX.

Niech teraz L bedzie niepustym tancuchem w zbiorze X:; pokazemy, ze zbior

I =|J L nalezy do X.

Rozumujac tak, jak w dowodzie twierdzenia 13.7, stwierdzamy bez trudu, ze

h jest funkeja réznowartosciowa. Ponadto
Dy=|J{Ds:feLycT
i zbior Dy, jest nieskonczony, gdyz L # @. Analogicznie,

Rh:U{Rf:fEL}:U{DfXDf):fEL}gDh><Dh.

Dla wykazania, ze h € X, pozostaje udowodni¢ zawieranie Dy x Dy C Ry,.

Wezmy wiec dowolne elementy t1,t5 € Dy. Istnieja wtedy funkeje fi, fo € L
takie, ze t; € Dy, orazty € Dy,. Ale L jest zbiorem liniowo uporzadkowanym przez
relacje inkluzji, zatem jedna z tych funkeji, powiedzmy fo, zawiera druga. Wynika
stad, ze ty,t; € Dy,. Ale f, € L, wiec Dy, x Dy, = Ry,. Zatem (t1,t3) € Ry,, co
implikuje, ze (t1,t2) € Rp.

Skoro suma kazdego niepustego tancucha w X nalezy do X, to z lematu Kura-
towskiego-Zorna (zob. twierdzenie 13.2) wynika, ze w rodzinie X istnieje element

maksymalny ¢. Niech D, = A oraz A = |A|. Zauwazmy, ze funkcja ¢ Swiadczy o
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tym, ze Ax A ~ A. Wynika stad, ze A x A = A. Dla zakonczenia dowodu wystarczy

wiec pokazac, ze A = k.

Przypusémy, ze jest przeciwnie, czyli A < k. Zauwazmy, ze skoro A jest nie-
skonczong liczba kardynalng oraz A x A = A, to z twierdzenia 8.11 wynika, ze suma
skonczenie wielu zbioréw mocy co najwyzej A jest zbiorem mocy co najwyzej A.
W szezegdlnosei, [T\ A > A, gdyz w przeciwnym wypadku zbiér T bytby mocy
co najwyzej A jako suma zbioréw A oraz T\ A, mocy co najwyzej A.

Skoro |T'\ A] > A, to z wniosku E.4 (punkt 1.) wynika, ze istnieje zbior
B C T\ A mocy A\ Niech C = AU B; oczywiscie zbidr C jest mocy A, jako suma

dwoch zbiorow mocy A. Znajdziemy funkcje
1—1
f:C—CxC,

taka ze f|A = ¢. Istnienie takiej funkeji przeczy maksymalnosei funkeji ¢ w zbiorze

X 1 uzyskana sprzecznosé zakonczy dowod.
Zauwazmy, ze
CxC=(AxA)UAxB)U(BxA)U(B xB)
1 zblory wystepujace po prawej stronie powyzsze] rownoscl sa parami roztaczne.
Zatem

(CxC)\(AxA)=(AxB)U(BxA)U(B x B).

Stad wynika, ze
(C X C)\ (4 % 4) = A

Istotnie, kazdy ze zbioréw A x B, B x A, B x B ma moc A, jako iloczyn

kartezjanski dwoch zbioréw mocy A; ich suma ma wiec tez moc A.

Zatem w szczegolnosci,

B~ (CxC)\(AxA);
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1—1
Funkcje f: C —— C x C okreslamy teraz w nastepujacy sposéb: f|A = g¢,

natomiast jako f|B bierzemy dowolng funkeje ustalajaca réwnolicznosc zbiorow B

oraz (C xC)\(Ax A). 1

Drugi dowdd twierdzenia Hessenberga przeprowadzimy przez indukcje poza-
skonezong. Mianowicie, chcac udowodnié, ze kazda nieskonczona liczba kardynalna
ma pewna wlasnosc W(x) wystarczy pokazaé, ze dla kazdej liczby porzadkowej «

zachodzi warunek

(\m <a W(Ng)) = W(Ra).

Réwnowaznie, po pierwsze nalezy pokazac, ze W (R ); nastepnie wziac liczbe kardy-
nalng r > Ny, jako zalozenie indukeyjne przyjac, ze W(\) dla kazdej nieskoniczonej
liczby kardynalnej A < k 1 wyprowadzi¢ stad wniosek, ze W(x).

Dowéd twierdzenia Hessenberga — wersja I1. Po pierwsze zauwazmy, ze

dla k = Xy wzdr (*) zachodzi.

Niech teraz x > Ny i zalézmy (zalozenie indukeyjne), ze réwnosé (x) jest
prawdziwa dla kazdej nieskonczonej liczby kardynalnej A < k. Pokazemy, ze jest

ona rowniez prawdziwa dla .

W zbiorze O(k) x O(k) wprowadzmy porzadek liniowy < w nastepujacy spo-
sob:
(8,€) = (&,n) whedy 1 tylko wtedy, gdy
(max(3, &) < max(6,n)) V (max(8,£) = max(6,n) A (5, &) Ziers (0,1)),

gdzie <j.xs oznacza relacje porzadku leksykograficznego w zbiorze O(k) x O(k)
(sprawdzenie, ze relacja = rzeczywiscie jest porzadkiem liniowym pozostawiamy

jako ¢éwiczenie).

Zauwazmy, ze relacja = dobrze porzadkuje zbiér O(x) x O(k). Mianowicie,
niech A bedzie niepustym podzbiorem zbioru O(k) x O(r). Niech v bedzie naj-

mniejsza liczba porzadkowa w zbiorze
W = {max(6,n) : (6,n) € A}.

Rozwazmy zbior

A={(6,n) € A: max(é,n) =~}.
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Z twierdzenia 12.3 (punkt (4)) wynika, ze w zbiorze A istnieje element najmniejszy
(3,&) w sensie porzadku <;.js. Korzystajac z definicji porzadku < latwo sprawdzié,

ze (0, €) jest szukanym elementem najmniejszym zbioru A w sensie tego porzadku.

Niech
& = typ(O(#) x O(), ).

Pokazemy, ze o = k, co zakonczy dowdd, gdyz wowezas w szczegdlnosci
O(r) x O(r) ~ O(k),
co jest rownowazne réwnosci ().

Dla dowodu nieréwnosci o > k zauwazmy, ze funkcja & — (0, ) jest izomor-
ficznym wlozeniem zbioru O(k), typu porzadkowego x, w zbiér dobrze uporzadko-

wany (przez relacje <) O(x) x O(k), typu porzadkowego «.

Dla dowodu nieréwnosci odwrotnej oszacujmy moc dowolnego wlasciwego od-
cinka poczatkowego O<((6,7)), gdzie 6,1 < r. Z definicji porzadku < wynika, ze
jesli (3,€) < (é,n), to 3, < max(é,n). Zatem

0<((6,1)) € O(7) x O(v),

gdzie v = max(6,n) + 1. Zauwazmy tez, ze skoro 6,17 < k, to réwniez v < k, gdyz
na mocy twierdzenia E.5 (punkt (4)) x jest graniczng liczba porzadkowa. Stad
|O(7)| < k, a wiec |O(v)| = A dla pewnej nieskoniczonej liczby kardynalnej A < k.

Z zalozenia indukcyjnego otrzymujemy teraz
[0(7) x O =A- A=A,

skad ostatecznie

[O<((6, )] <A < x.

Pokazalismy, ze moc dowolnego witasciwego odcinka poczatkowego zbioru do-

brze uporzadkowanego (O(r) x O(k), <) jest mniejsza od x. Poniewaz
a = typ(O(x) x O(x), =),

wiec rowniez dowolny wlasciwy odcinek poczatkowy zbioru dobrze uporzadkowa-

nego (O(«a) <) jest mocy mniejszej od k: |O()| < k dla kazdej liczby porzadkowej
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f < «. To dowodzi, ze o < k; w przeciwnym razie £ < « 1 dla # = k mielibySmy
f < aoraz |O(B)| = |O(k)| = k, na mocy twierdzenia E.5 (punkt (1)).

Z zasady indukcji pozaskonczonej wynika, ze wzér (*) jest prawdziwy dla

kazdej liczby porzadkowej. W

Jak pokazaliSmy w wykladzie 8 (zob. twierdzenie 8.11 i uwagi po nim), z
twierdzenia Hessenberga natychmiast wynikaja uogélnienia niektorych twierdzen,
ktore wezesniej udowodnilismy dla zbioréw co najwyzej przeliczalnych oraz zbiorow
mocy co najwyze] continuum. Sformutujemy je teraz w jezyku liczb kardynalnych,
w odniesieniu do zbiorow mocy co najwyzej k, gdzie k jest dowolng nieskonczona

liczba kardynalna.

Twierdzenie E.14. Zalézmy, ze x jest nieskoniczong liczba kardynalna. Wtedy

(1) Jesli K jest rodzing zbioréw mocy co najwyzej £ (tzn. dla kazdego A € K
mamy |A| < k) oraz |K| < &, to [ JK| < k.

(2) k™ = k dla kazdej liczby naturalnej n > 0.

(3) Zbiér wszystkich skoniczonych ciagéw o wyrazach w zbiorze mocy £ ma moc

K.

(4) Zbiér wszystkich skonczonych podzbioréw zbioru mocy « ma moc x. W

Z twierdzenia Hessenberga wynika, ze dziatania sumy i iloczynu liczb kardy-
nalnych, z ktorych co najmniej jedna jest nieskonczona, sg w gruncie rzeczy bardzo

proste.

Twierdzenie E.15. Jesdli k1 A sg liczbami kardynalnymi, z ktérych co najmniej

jedna jest nieskonczona, to
(1) &4+ A =max(r, ),
(2) k- A =max(k,A), oile &, A>0.

Dowéd. Zatézmy, ze A < k oraz Ny < k. Mamy nastepujace oszacowania
K<kt A<k+r=2-xk<k-K=&kK

oraz, o ile k, A > 0,

ktorych szczegotowe uzasadnienie pozostawiamy Czytelnikowi. W
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Whiosek E.16. Niech A i B beda dowolnymi zbiorami, z ktérych co najmniej
jeden jest nieskonczony. Wtedy

(1) [AU B| = max(|Al,[B]),
(2) |A x B] =max(|4]|,|B|), oile A/ B#+o. N

Jako kolejny wniosek otrzymujemy nastepujace uogolnienie twierdzenia E.14

(punkt (1)). Jego dowdd zostawiamy jako ¢wiczenie.

Twierdzenie E.17. Niech k£ i A beda liczbami kardynalnymi, z ktérych co naj-

mniej jedna jest nieskonczona.

Jesli K jest rodzina zbioréw mocy co najwyzej  (tzn. dla kazdego A € K
mamy |A| < k) oraz |[K| <A, to [ JK| < max(k,\). N

W wyktadzie 8 udowodnilismy, ze zaden zbior mocy continuum nie jest suma
dwéch swoich podzbioréw mocy mniejszej niz continuum (zob. lemat 8.23). Kolejny
wniosek z twierdzenia Hessenberga uogolnienia ten fakt na dowolne zbiory nieskon-

czone.

Twierdzenie E.18. Niech X bedzie dowolnym zbiorem nieskoniczonym oraz

K — skonczong rodzing podzbioréw zbioru X, z ktorych kazdy jest mocy mniejszej

niz X. Wéwezas || JK| < | X, w szczegdlnosei [ JK # X.

Dowdd. Niech liczba kardynalna A bedzie najwiekszym elementem skonczo-
nego zbioru {|A| : A € K}. Wtedy A < |X| i z twierdzenia E.17 wynika, ze
UKl<) m

Narzuca sie pytanie, czy twierdzenie E.18 mozna rozszerzy¢ na przeliczalne
rodziny podzbioréw zbioru X. Oczywiscie trzeba wowcezas zakladac, ze zbior X
jest nieprzeliczalny, gdyz kazdy zbiér przeliczalny jest suma przeliczalnie wielu

swoich podzbioréw skonczonych (nawet jednoelementowych).

Kolejne twierdzenie 1 nastepujacy po nim przyktad rzucaja swiatlo na ten

problem.

Twierdzenie E.19. Niech X bedzie dowolnym nieprzeliczalnym zbiorem mocy
k oraz K — przeliczalna rodzina podzbiorow zbioru X, ktorych moce sa wspélnie

ograniczone przez pewna nieskonczona liczbe kardynalna A < k. Wéwezas ||J K| <

| X |, w szczegdlnosei | JK # X.
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Dowéd. Powtarzamy argument z dowodu twierdzenia E.18: z twierdzenia

E.17 wynika, ze | JK| <A, A

Uwaga. To twierdzenie mozna uogolni¢, przyjmujac zalozenie, ze K jest rodzing

mocy mniejszej od «. Dowdd pozostanie bez zmian.

Przyktad E.20.
(1) Niech X = O(R,) oraz A, = O(R,,) dla n € N. Wtedy

X =] 4.

n<w

a jednoczesnie |A,| < |X| dla kazdego n € N.

Istotnie, jesli a € O(X,), czyli o < Ry, to |a| < Ry, gdyz R, jest liczba
poczatkowa. Zatem albo |o| < Ry 1 wtedy o € Ay albo |a| = N, dla pewnego
n € N1 wowcezas a < Ny, 41, czyli o € Apq1.

(2) Niech X = O(R,4,,) oraz A, = O(R,4,) dla n € N. Wtedy
X =] 4.
n<w

a jednoczesnie |A,| < |X| dla kazdego n € N.

(3) Niech X = O(R v ) oraz A, = O(R,n) dla n € N. Wtedy

X =] 4.

n<w

a jednoczesénie |A,| < |X| dla kazdegon ¢ N. W

Moze sie zatem zdarzy¢, ze zbior X nieprzeliczalne] mocy k jest suma prze-
liczalnie wielu swoich podzbioréw mocy mniejszej niz k (przy czym moce tych
zbioréw nie moga by¢ wspoélnie ograniczone przez zadna liczbe A < k). Oczywiscie
zalezy to jedynie od mocy zbioru X, czyli liczby kardynalnej «. Mamy na przyktad

nastepujace twierdzenie, wzmacniajace nierownosc ¢ > Ny.

Twierdzenie E.21. Zaden zbiér mocy continuum nie jest sumg przeliczalnie wielu

swoich podzbiorow mocy mniejszej niz continuum.

Dowdd. Wystarczy rozwazy¢ przypadek, gdy rozpatrywanym zbiorem mocy

continuum jest zbior A = R wszystkich nieskonczonych ciagéw rzeczywistych.
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Niech {S; : k € N} bedzie rodzina podzbioréow zbioru A taka, ze |Sk| < ¢ dla

kazdego k € N. Chcemy pokazac, ze A # |J Sp.
neN

Rozwazajac rzutowanie na k-tg os, tzn. funkcje py : RY 5, R, okreslona

WZOorein

Pk((l'n)neN) = Tk

stwierdzamy, ze |pr[Sk]| < |Sk| < ¢ 1 wybleramy yi € R\ 7¢[Sk]. Wtedy

(yn)TLEN € U Snv

neN

awiec A\ J S, #2. 1
neN
Twierdzenie to, tacznie z przykladem E.20 wyjasnia, dlaczego nie mozna jako
dodatkowego aksjomatu przyjac¢ na przyktad zadnej z rownosei ¢ = R, ¢ = N4,

lub ¢ = N .

Niech r bedzie dowolna nieskonczona liczba kardynalna. Najmniejsza liczba
kardynalna A taka, ze zbior mocy k jest suma A swoich podzbioréow, z ktorych
kazdy jest mocy mniejszej niz k, nazywa sie wspétezynnikiem wspétkoncowo-
§ci liczby kardynalnej x 1 jest oznaczana cf(x). Jesli ¢f(x) = A, to méwimy tez, ze
liczba kardynalna « ma wspoéltkoncowosé A. Nazwe ,,wspotczynnik wspotkonco-

wosci” wyjasni twierdzenie E.26.

Jasne jest, ze dla kazdej liczby kardynalnej x zachodzi nieréwnoéc cf(x) < k. Z
twierdzenia E.18 wynika takze, ze cf(k) > Rg. Oczywiscie cf(Rg) = Rg. Poznalismy
tez przyktady nieprzeliczalnych liczb kardynalnych o przeliczalnej wspétkoncowo-
Sci, czyli takich liezb &, dla ktérych cf(k) = Rg (zob. przyklad E.20). Z drugiej
strony, twierdzenie E.21 pokazuje, ze cf(c) > Ng.

Skoro zbiér mocy continuum nie jest suma przeliczalnie wielu zbiorow mocy
mniejsze], to powstaje naturalne pytanie, czy w ogéle moze on by¢ suma mniej niz

continuum zbioréw mocy mniejszej, tzn., czy cf(c) = c.

Nieskoniczong liczbe kardynalna « nazywamy liczba regularna, jesli cf(x) =
r; jesli cf(k) < k, to Kk jest liczba nieregularng. Innymi stowy, liczba r jest
regularna, jesli dowolna suma mniej niz « zbiorow mocy mniejszej niz £ ma moc

mniejsza niz K.
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Oczywistym przyktadem liczby regularnej jest Ny. Liczba Ry tez jest regu-
larna, poniewaz zbiory mocy mniejszej niz Ny to po prostu zbiory co najwyzej
przeliczalne, a suma co najwyze] przeliczalnie wielu zbiorow co najwyzej przeli-
czalnych jest zbiorem co najwyzej przeliczalnym. Powyzsze spostrzezenie mozna
uogolni¢ na nieskonczone liczby kardynalne postaci R, 41. Zauwazmy, ze N,41 jest
najmniejsza liczba kardynalna wieksza od V.. Ogolnie, jesli k jest dowolna liczba
kardynalna, to najmniejsza liczba kardynalng wicksza od k nazywamy nastepni-
kiem kardynalnym liczby & i oznaczamy symbolem sT. Zatem Nopq = Ry 7.

Liczby postaci T nazywamy nastepnikami kardynalnymi.

Twierdzenie E.22. Kazdy nieskoniczona liczba kardynalna bedaca nastepnikiem

kardynalnym jest liczba regularna.

Dowdéd. Niech A = k™ bedzie dang nieskoniczona liczbg kardynalng. Wystar-
czy zauwazyc, ze zblory mocy mniejszej niz A to po prostu zbiory mocy co najwyzej
k, a zgodnie z twierdzeniem E.14 suma co najwyzej xk wielu takich zbioréw ma moc

co najwyzej k, a wiec mniejsza niz A. W

Kazda liczba N,,, gdzie n € N, jest wiec regularna. Przyktadem liczby niere-
gularnej jest N, gdyz zgodnie z przykltadem E.20

f(Ry,) = Ry < Ny,

Nieregularna jest tez liczba X, , czyli najmniejsza liczba kardynalna, ponizej kto-
rej jest nieprzeliczalnie wiele nieskonczonych liczb kardynalnych. Mianowicie, nie-

trudno pokazac, ze

(R, ) = Ry < Ny, .

Liczby N, oraz X, nie sg nastepnikami kardynalnymi — takie liczby nazy-
wamy granicznymi liczbami kardynalnymi. Doktadniej, k£ jest graniczna liczba
kardynalna, jesli x jest nieprzeliczalna oraz AT < x dla kazdej liczby kardynalne]
A < k. Zauwazmy, ze N, jest graniczna liczba kardynalng wtedy 1 tylko wtedy, gdy
« jest graniczna liczba porzadkowa.

Z twierdzenia E.22 wynika, ze kazda liczba kardynalna nieregularna jest gra-
niczna liczba kardynalna. Nieprzeliczalne regularne graniczne liczby kardynalne
nazywamy liczbami stabo nieosiagalnyni. Zatem liczba kardynalna « jest stabo

nieosiagalna, jesli £ > N, cf(k) = k oraz A < k = AT < k. Jedli dodatkowo

Dodatek E, wersja 27.10.2004 E - 22



W. Guzicki, P. Zakrzewski, Wyklady ze wstepu do matematyki. Wprowadzenie do teorii mnogosci.

A < k = 2% < K, to liczba & jest mocno nieosiagalna (lub krétko: nieosia-
galna). Aksjomaty teorii mnogosci nie rozstrzygajg kwestii istnienia liczb stabo

badz mocno nieosiggalnych.

Wroémy do pytania, czy continuum jest liczbg regularna. Znowu okazuje sie,
ze aksjomaty teorii mnogosci nie daja na nie odpowiedzi. Przypomnijmy, ze hi-
poteze continuum mozna rownowaznie sformutowac jako réwnosé ¢ = Ry. Jesh
wiec przyjmiemy te rownosc jako dodatkowy aksjomat, to liczba ¢ jest regularna.
Ale 7z drugiej strony, dodatkowym aksjomatem moze tez byc¢ rownos¢ ¢ = N, , z
ktorej wynika, ze ¢ jest liczba nieregularna. Ogolnie, Cohen udowodnil, ze nierow-
nosc cf(Ny ) > Vg jest jedynym ograniczeniem, narzuconym (zob. twierdzenie E.21)

przez aksjomaty ZFC na wartosc liczby kardynalnej ¢ = N, na skali alefow.

Poniewaz ¢ = 2%°, wiec z twierdzenia E.21 wynika nieréwnoéé cf(280) > X,.
Ma ona nastepujace uogolnienie, wzmacniajace twierdzenie Cantora, zgodnie z

ktorym 2% > k.
Twierdzenie E.23. Dla dowolnej nieskonczonej liczby kardynalnej «

cf(2%) > k.

Dowdéd. Checemy udowodni¢, ze zbior mocy 2% nie jest suma x swoich pod-
zbiorow, z ktorych kazdy jest mocy mniejszej niz 2. Wystarczy rozwazy¢ przy-
padek, gdy rozpatrywanym zbiorem mocy 2% jest zbior A = 77(/45)0('{) wszystkich
funkeji z O(k) w P(k). Istotnie, |A| = 2%, gdyz

[P(s)?] = (28)" = 28" = 2%,
co wynika z twierdzen E.11 1 E.13.

Dalej rozumujemy tak, jak w dowodzie twierdzenia E.21. Niech wiec {5, :
«a < k} bedzie rodzing podzbioréw zbioru A taka, ze |S4| < 2% dla kazdego o < .
Chcemy pokazac, ze A # ) Y.

a<K

Rozwazajac rzutowanie na a-ta o$, tzn. funkcje p, : 73(/43)0('{) =, P(k),

okreslona wzorem

Pa ((Xﬁ P B< /f)) = Xa,
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stwierdzamy, ze |pa[Sa]| < |Sa| < 27 1 wybieramy Y, € P(k) \ pa[Sa)- Wtedy

(Vs : oz</<;)§ZUSa,

a<K

awiecc A\ |J Sa 2. 1

a<K

W. Easton udowodnil, ze nieréwnosé cf(2%) > « jest jednym z dwéch tylko
ograniczen, narzuconych przez aksjomaty ZFC na wartosci poteg 2% regularnych
liczb . Drugim jest oczywisty fakt, ze K < A = 2¢ < 2*. Zauwazmy wiec, ze
aksjomaty nie rozstrzygaja w szczegolnosci czy z tego, ze |A| < |B| wynika, ze
|P(A)| < |P(B)|. Na przyklad, bez sprzecznosci mozna przyjac¢ jako dodatkowy

aksjomat, ze zbiér mocy R; ma continuum podzbioréw, tzn. 2% = 2%,

Jesli chodzi o wartosci poteg 2% niereqularnych liczb k, to sytuacja jest znacz-
nie bardziej skomplikowana. Na przyktad J. Silver udowodnil, ze jesli k jest niere-
gularng liczbg kardynalng o nieprzeliczalnej wspotkoncowosci, to z tego, ze dla kaz-
dej nieskoriczones liczby kardynalne; A < k zachodzi 2> = AT wynika, ze 2% = 7.

Twierdzenie Silvera wiaze sie z tzw. uogélniong hipoteza continuum (w
skrocie GCH od angielskiej nazwy Generalized Continuum Hypothesis). Jest to
zdanie stwierdzajace, ze

2 =T

dla kazdej nieskonczonej liczby kardynalnej k. W szczegolnosci z GCH wynika CH:
2% = N, ale réwniez 281 = X, itd. K. Godel udowodnil, ze uwogédlniona hipoteza

continuum jest niesprzeczna z teorig mnogosci ZFC.

Powyzszy przeglad wynikow pokazuje, ze w przeciwienstwie do dodawania 1
mnozenia, potegowanie liczb kardynalnych jest dzialaniem bardzo skomplikowa-
nym. W ogdlnosci o wartosciach poteg £ udowodniono wiele twierdzen, sposréd
ktorych pokazemy tu tylko kilka najprostszych.

c _

. . PO . ;e e ;. Ry -
Pierwsze z nich uogélnia udowodnione wezesniej réwnosci 280 = 8 i 2¢ =

Twierdzenie E.24. Jedli £ 1 A sa liczbami kardynalnymi takimi, ze liczba A jest
nieskonczona oraz 2 < k < A, to * = 2). W szezegdlnosei, £ = 2% dla dowolnej

nieskonczonej liczby kardynalnej «.
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Dowdéd. Mamy nastepujace oszacowania
2)\ S /43)\ S (2!{)>\ — 2!{'}\ — 2)\

Y

ktorych szczegotowe uzasadnienie pozostawiamy Czytelnikowi. W
Pokazalismy wiec, ze jesli k1 A sa liczbami kardynalnymi takimi, ze 2 < k < A,
to liczba s* jest moca zbioru wszystkich podzbioréw dowolnego zbioru mocy A.

Warto w tym miejscu odnotowaé, ze jesli £ > A, to liczba x* jest z kolei moca

pewnej naturalnej rodziny podzbiorow dowolnego zbioru mocy k.

Mianowicie, dla zbioru A 1 liczby kardynalnej A niech

A ={XCA: |X|=2AL

Twierdzenie E.25. Jesli £ jest nieskonczona liczba kardynalng, A jest dowolnym

zbiorem mocy &, a A jest liczba kardynalna taka, ze A < &, to

Dowdd. Na poczatek zauwazmy, ze jesli A 1 B sag zbiorami takimi, ze A ~ B,

to [A* ~ [B].

Dla dowodu nieréwnosci ,,<” wystarczy zauwazyc, ze dla dowolnych zbiorow
C'1 D mamy
D¢ C [C x D]i°l,

Zatem jesli |C| = A1 |D| =&, to
=D < |[C x DI = |[A]%],
gdyz |C x D| = X - k = k = |A| na mocy twierdzenia E.15.

Zeby udowodnié nieréwnoéé ,,>7, dla kazdego zbioru X € [A]» wybierzmy

funkcje fx : O(X) . X. Wéwezas odwzorowanie

F:[AP — AW,
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dane wzorem F(X) = fx, jest réznowartosciowe. Stad

[P < A%V = (4O = A =

Niech x bedzie nieskonczona liczba kardynalna. Powiemy, ze zbiér X C O(k)
jest ograniczony (w ), jesli istnieje liczba porzadkowa a < &, taka ze X C O(«a)
(a0 jest wowezas ograniczeniem gornym zbioru X w zbiorze O(k), liniowo uporzad-
kowanym przez relacje poréwnywania liczb porzadkowych). W przeciwnym razie,
zbiér X jest mieograniczony lub wspélkonicowy (w k). Zauwazmy, ze zbidr

X C O(k) jest nieograniczony wtedy i tylko wtedy, gdy « = |J O(f).
pseX

Mamy nastepujaca uzyteczna charakteryzacje wspoltezynnika wspoétkoncowo-

sci liczby k, stanowiaca zarazem wyjasnienie jego nazwy.

Twierdzenie E.26. Jesli £ jest nieskoniczong liczba kardynalng, to liczba kardy-

nalna cf(x) jest rowna najmniejszej mocy zbioru wspétkoncowego w x. Dokladniej:
(1) jesli X C O(k) 1 |X| < cf(k), to zbiér X jest ograniczony w k,
(2) istnieje zbior X C O(k) nieograniczony w k taki, ze |X| = cf(k).

Dowdéd. Zeby pokazaé punkt (1), wystarczy zauwazy¢, ze jesli zbiér X jest
nieograniczony, to = J O(B), gdzie |O(B)| < «k dla kazdego # € X. Stad
| X| > cf(k). e

Dla dowodu punktu (2) rozwazmy dwa przypadki.
Przypadek 1. cf(k) = k. Wtedy wystarczy wzia¢ X = &.

Przypadek 2. cf(r) = A < k. Znajdzmy rodzine {Az : § < A} zbioréw mocy
mniejszej od k, ktérej suma ma moc k. Niech X = {|Ag|: 8 < A}. Wtedy | X| < A i
X C O(k). Twierdzimy, ze zbiér X jest nieograniczony. Istotnie, gdyby X C O(«)
dla pewnej liczby a < &, to dla kazdego # < A bytoby |Az| < |a|. Wéwezas jednak

z twierdzenia E.17 wynikaloby, ze

| A5l < max(al.\) < &
B<A

1 otrzymalibysmy sprzecznosc.
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Zatem X jest zbiorem niegraniczonym w k oraz |X| < cf(x). Z punktu (1)

wynika, ze | X| =cf(x). N

Kolejne twierdzenie podaje wzor rekurencyjny na potege (/<;+)>\, Zwany wzo-

rem Hausdorffa.
Twierdzenie E.27.(Wzér Hausdorffa) Dla dowolnych nieskoniczonych liczb kar-

dynalnych 1 A

(/4;""))\ = rt kN = max(sT, k).

A

Dowéd. Réwnosé k1 - k* = max(xT, k) wynika z Twierdzenia E.15.

Nierowno$c
A
(kT)" > max(kT, &)

jest oczywista.
Dla dowodu nieréwnosci
(/4;""))\ < max(sT, &)
rozwazmy dwa przypadki.

Przypadek 1. s < A,

Wéwezas kT < 2* oraz na mocy twierdzenia E.24

co natychmiast implikuje, ze

Przypadek 2. A < ™.
Na mocy twierdzenia E.25 wystarczy pokazac, ze
O] < mas(s*, 1),
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Zauwazmy, ze z twierdzenia E.22 wynika, ze cf(kt) = k1. Ponadto zalozyli-
émy, ze A < k. Zatem na mocy twierdzenia E.26 dowolny zbiér X C O(x™) mocy

A jest ograniczony w 7. Oznacza to, ze

A<a<kT

Poniewaz |O(«a)| < T, czyli |O(«)| < & dla kazdego o < k7, wiec z twierdze-

nia E.25 wynika, ze

Przedstawilismy wiec zbiér [O(xT)]* jako sume rodziny
K={0)]*: N<a<rT}
zbioréw mocy co najwyzej £*. Z twierdzenia E.17 wynika wiecc, ze

[0(T)]} < max(sT,xY). ®

Whiosek E.28. Dla kazdej liczby naturalnej n i dowolnej liczby porzadkowej a
R — max(R,,, 2%).
Dowdéd. Udowodnimy przez indukceje, ze kazda liczba naturalna n ma naste-
pujaca wlasnosé¢ W(n): dla dowolnej liczby porzadkowej «

Nﬁa = max(R,, 2Ra ).

Po pierwsze, z twierdzenia E.24 wynika, ze
Ny _ o
Nge = 2%,
co oznacza, ze dowodzona wlasnosé jest prawdziwa dla n = 0.

Wezmy teraz liczbe n € N i zalézmy W(n). Sprawdzamy W(n + 1). Dla

dowolnej liczby m € N, stosujac wzor Hausdorffa, otrzymujemy
Nij_l = max(N, 41, Nﬁ“) = max(R, 41, Ny, ZNC“) = maX(Nn+1,2NQ),
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co konczy dowod. W

Ustalmy teraz nieskonczong liczbe kardynalng « 1 przyjrzyjmy sie, jak zmienia
sie potega 0
jedyng funkcja o pustej dziedzinie jest zbiér pusty. Jesli A > 0, to k < & <

w zaleznosci od liczby kardynalnej A. Oczywiscie, k° = 1, gdyz

max(2%,2%). W szczegdlnosci, z twierdzenia Hessenberga wynika (por. twierdzenie

E.14), ze #* = & dla kazdej skoniczonej liczby A > 0. Moze byé tez tak, ze k* = &

A

dla nieskoniczonej liczby A; na przyklad ¢®° = ¢. Niemniej jednak x* > &, o ile

liczba A jest dostatecznie duza: twierdzenie Cantora pokazuje, ze wystarczy, by
A >k, gdyz wéwezas k> > k% = 2% > k. Kolejne twierdzenie wzmacnia powyzsze

spostrzezenie: wystarczy, ze A > cf(x), by #* > .
Twierdzenie E.29. Dla dowolnej nieskonczonej liczby kardynalnej «

£ S

Dowéd. Niech A = cf(x). Poniewaz
= 10(r)™V),

wiec wystarczy pokazac, ze dla dowolnego zbioru F C O(KJ)O(A) mocy k istnieje

funkcja ¢ : O(A\) — O(k) taka, ze g ¢ F.

Skoro A = cf(k), to niech {F, : @ < A} bedzie rodzing mocy A podzbioréw
zbioru F, taka ze F' = |J F, oraz |F,| < & dla kazdej liczby a < A.
a<A

Do zdefiniowania szukanej funkeji ¢ zastosujemy metode przekatniowa: war-
tosé¢ funkeji ¢ w punkcie a < A okreslimy tak, by byta ona rézna od wartosci w tym
punkcie dowolnej funkeji ze zbioru F,,. Mianowicie, niech g(«) bedzie najmniejsza

liczba porzadkowa w zbiorze
O(&)\ {f(a): f € Fa}.
Taka liczba istnieje, gdyz skoro
{f(a): f e Fa}| <|Fa| <k,
to zbior, z ktorego ja wybieramy, jest niepusty.
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Jesli teraz f jest dowolna funkcja nalezaca do zbioru F, to f € F,, dla pewne;]
liczby porzadkowej v < A. Ale wtedy ¢(a) # f(a), astad g # f. W

Okazuje sie, ze powyzszego wyniku w ramach przyjetej aksjomatyki teorii
mnogosci nie da sie juz wzmocni¢. Dokladniej, jesli jako dodatkowy aksjomat
przyjmiemy uogolniona hipoteze continuum, to wéwczas potegowanie liczb kar-

A

dynalnych jest proste 1 w szczegolnosci, k™ = k dla kazdej niezerowej liczby kar-

dynalnej A < cf(x), natomiast kCER) — ot

Twierdzenie E.30. Zalézmy GCH. Wéwezas dla dowolnej nieskoniczonej liczby
kardynalnej « oraz dowolnej liczby kardynalnej A > 0
kojesli A < cf(k)
A=kt jedli cflr) <A<k
AT jesli k< A

Dowdéd. Po pierwsze zauwazmy, ze jesli Ry < k < A, to z twierdzenia E.24

oraz. GCH wynika, ze

kN =2 =\ T,

Zatézmy teraz, ze 0 < A < k 1 rozwazmy dwa przypadki.

Przypadek 1. 0 < A < cf(k).

Z twierdzenia E.25 wynika, ze
A = [[0(x)],

a na mocy twierdzenia E.26 dowolny zbiér X C O(k) mocy A jest ograniczony w

k, czyli

A<la<lk
Ale jesli A < o < &k, to przyjmujac, ze p = max(|O(a)|,\) < k, z pomocy twier-
dzenia E.25, twierdzenia E.24 1 GCH wnioskujemy, ze:

[O(@)P] < =28 =yt < .

7 twierdzenia E.17 wynika teraz, ze [O(x)]* < &, co daje k* < & 1 ostatecznie

kN =k, gdyz A > 0.

Przypadek 2. cf(k) < A < k.

Na mocy twierdzenia E.24 oraz GCH mamy «* < &% = 2% = . Z drugiej

strony, z twierdzenia E.29 wynika, ze x* > xt. Ostatecznie, s* = &1, co konczy

dowdd. N
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