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Definicja

Funkcja Q : R" — R jest formg kwadratowg , jesli

Q(%1, .-, Xn)) = Q(x1, - -, Xn)) = iy @iX? + X p1<icjany XX, t2N.
Q przedstawia sie przy pomocy wielomianu jednorodnego stopnia 2 od
zmiennych x4, . .., Xp (czyli wszystkie jednomiany bedgce jego
Sktadnikami sg stopnia 2).

Przyktad

Q : R? :— R zdefiniowana przez Q((x1, X2)) = 4x2 — 2x1 X2 + x2 jest
formg kwadratowg natomiast P, S : R? — R, zdefiniowane przez
P((x1,x2)) = 4x2 — 2x1x2 + X5 + 3x1,

S((x1,x2)) = 4x12 — 2X1Xo + x22 + 3 nie sa formami kwadratowymi.
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Definicja
n x n macierz kwadratowg A = [a;] nazywamy macierzg symetryczng
jesli dla kazdej pary indeksow 1 < i, j < n zachodzi a; = aj. Inaczej

maéwigc spetniona jest réwnos¢ AT = A.

Przyktad
0 1 2

Macierz | 1 3 —1 | jest symetryczna, natomiast macierz
2 -1 -2

0o 1 O
1 3 —1 | nie jest symetryczna.
2 -1 -2
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Definicja

Niech Q bedzie formg kwadratowg naR" i niech

Q=YL aiX? + Y1<icj<n @jXiX;- Macierza formy Q (w bazie
standardowej) nazwiemy n x n macierz symetryczng M = [b;], w ktdrej
bi=ajdlai=1,...norazbj=bj= }a;dlal <i<j<n.
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Definicja

Niech Q bedzie formg kwadratowg naR" i niech

Q=YL aiX? + Y1<icj<n @jXiX;- Macierza formy Q (w bazie
standardowej) nazwiemy n x n macierz symetryczng M = [b;], w ktdrej
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v

Przyktad

1 1

Macierza Q((x1, x2)) = 4x7 — 2x1x2 + X5 jest macierz { _4 o ]
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Definicja

Niech Q bedzie formg kwadratowg naR" i niech

Q=YL aiX? + Y1<icj<n @jXiX;- Macierza formy Q (w bazie
standardowej) nazwiemy n x n macierz symetryczng M = [b;], w ktdrej
bi=ajdlai=1,...norazbj=bj= }a;dlal <i<j<n.

v

Przyktad

Macierza Q((x1, x2)) = 4x2 — 2xyx2 + x4 jest macierz [ _41 _11 ]

Twierdzenie

Jesli M jest macierzg formy kwadratowej Q naR" to oznaczajgc
X1

X=| : | mamy Q((xy,..., X)) = XTMX.
Xn
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Definicja

Niech Q : R" — R bedzie formg kwadratowg. Powiemy, ze forma Q
jest dodatnio okreslona, jesli Q(v) > 0 dla kazdego niezerowego
wektora v € R". Powiemy, Zze forma Q jest ujemnie okreslona, jesli
Q(v) < 0 dla kazdego niezerowego wektora v € R".

Przyktad

(a) W R” forma kwadratowa zdefiniowana Q(v) = ||v|]? = v o v jest
dodatnio okreslona, zas forma @ zdefiniowana Q'(v) = —Q(v) jest
ujemnie okreslona.

(b) Forma Q na R? okreslona Q((xi, x2)) = 4x2 — 2xyx2 + X5 jest
dodatnio okreslona, gdyz Q((x1, X2)) = 3x2 + (x; — x2)? > 0 dla x; # 0
lub x> # 0.

v

Mirostaw Sobolewski (UW) Warszawa, 2017 5/10



Twierdzenie (Kryterium Sylvestera)

Niech Q : R" — R bedzie formg kwadratowg zas A € Mnxn(R) jej
macierzg. Niech W dlai =1, ..., n oznacza wyznacznik macierzy i x i

powstatej z A przez wykreslenie ostatnich n — i wierszy i kolumn.
Wtedy:

Forma Q jest dodatnio okreslona< W; >0dlai=1,...,n.
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v

Uwaga Poniewaz forma Q jest ujemnie okreslona < —Q jest dodatnio
okreslona, kryterium to pozwala rozstrzygac réwniez ujemng
okreslonos¢ formy. Stad:
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Twierdzenie (Kryterium Sylvestera)

Niech Q : R" — R bedzie formg kwadratowg zas A € Mnxn(R) jej
macierzg. Niech W dlai =1, ..., n oznacza wyznacznik macierzy i x i
powstatej z A przez wykreslenie ostatnich n — i wierszy i kolumn.
Wtedy:

Forma Q jest dodatnio okreslona< W; >0dlai=1,...,n.

o

Uwaga Poniewaz forma Q jest ujemnie okreslona < —Q jest dodatnio
okreslona, kryterium to pozwala rozstrzygac réwniez ujemng
okreslonos$¢ formy. Stad:

Twierdzenie (2)

Niech Q bedzie formg kwadratowg na R" zas A € My« n(R) jej
macierzg. Niech W dlai =1,...,n oznacza wyznacznik macierzy i x i
powstatej z A przez wykreslenie ostatnich n — i wierszy i kolumn.
Wtedy:

Forma Q jest ujemnie okreslona < W; < 0 dla i nieparzystych oraz

W; > 0 dla parzystych i, gdziei =1,...,n.
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Przyktad

a) Niech Q((x1, X2)) = 4x2 — 2x1 X, + x5 forma kwadratowa na R?. Jej

macierzg jest [ _41 _11 ],zatem Wy =4 >0,
4

q _11 ] =3 > 0, czyli Q jest dodatnio okreslona, na

Wo = det |:

mocy kryterium Sylvestera.

o
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Przyktad
a) Niech Q((x1, X2)) = 4x2 — 2x1 X, + x5 forma kwadratowa na R?. Jej
macierzg jest [ _41 _11 ],zatem Wy =4 >0,
Wo = det |: _41

mocy kryterium Sylvestera.
b) Niech Q((x1, X2, X3)) = —XZ + 2x1 X2 — 2x2 + 2XpX3 — 2X2 bedzie
forma kwadratowg okreslong na R3. Jej macierzg jest

_11 } =3 > 0, czyli Q jest dodatnio okre$lona, na

0 1 -2
1 1
1 -2

-1 1 0
1 -2 1 . Mamy W; = —1 <0,

Wgzdet[ }:1>0,

o 1 -2
ujemnie okreslona (tw. 2)

-1 1 0
W3det{1 -2 1 }4+1+21<Ozatem0jest
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Przyktad
c) Niech Q((x1, x2)) = —x2 + 6x1x2 — X5 bedzie formg kwadratowa na
8 ] Mamy: W, = —1 < 0,

R2. Jej macierzg jest { 3 1

-1 3
Wgzdet|: 3 _q

dodatnio okreslona, ani ujemnie okreslona. Rzeczywiscie
Q((1,0)) =-1<0,zas Q((1,1)) =4 > 0.

] =1-9=-8< 0. Zatem Q nie jest ani
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Przyktad
c) Niech Q((x1, x2)) = —x2 + 6x1x2 — X5 bedzie formg kwadratowa na

3 W —
3 _1 ].Mamy. W, =-1<0,

R?. Jej macierzg jest {

-1 3
Wgzdet|: 3 _q

dodatnio okreslona, ani ujemnie okreslona. Rzeczywiscie
Q((1,0)) =-1<0,zas Q((1,1)) =4 >0.

} =1-9=-8< 0. Zatem Q nie jest ani

Definicja
Forme kwadratowg Q na przestrzeni liniowej R" nazywamy dodatnio

potokreslong (ujemnie potokreslong) jesli dla wszystkich wektorow
v € R" zachodzi Q(v) > 0 (Q(v) <0).

Uwaga: Tak zdefiniowane formy dodatnio (ujemnie) potokreslone
obejmujg jako szczegdlny przypadek formy dodatnio (ujemnie)
okreslone
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Przyktad

Forma kwadratowa Q : R? — R zdefiniowana wzorem Q((xy, x2)) = x2
jest dodatnio pétokreslona, ale nie jest dodatnio okreslona

Do badania dodatniej i ujiemnej pétokreslonosci form kwadratowych
mozna uzy¢ nastepujgcego twierdzenia.

Twierdzenie

Niech Q bedzie formg kwadratowa, ktora ma macierz M. Wowczas Q
jest dodatnio (ujemnie) pétokreslona < wszystkie pierwiastki
wielomianu charakterystycznego wy, sg nieujemne (niedodatnie ).
Ponadlto, jesli sa one dodatnie (ujemne) to réwniez Q jest dodatnio
(ujemnie) okreslona.
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Przyktad

Niech Q bedzie forma kwadratowq na R3 opisang wzorem
Q(x1, X2, X3)) = X2 + 2x1 X2 + X2 + 2x5. Macierza Q w bazie
110

110 ] . Wielomianem

0 0 2

charakterystycznym tej macierzy jest w(\) =

standardowej jest M =

11— 1 0

det{ 1 1—-Xx O =N -2 +1-1)2-))=-\A-2)
0 0 2-2A\

Pierwiastkami w sg 0 i 2 (podwdjny). Stad, na mocy powyzszego

twierdzenia wnosimy, ze Q jest dodatnio pétokreslona, ale nie jest

dodatnio okreslona. Istotnie Q((X1, X2, X3)) = (X1 + x2)? + 2x2 > 0 oraz

Q((1,-1,0)) =0.

v
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Przyktad

Niech Q bedzie formg kwadratowg na R opisang wzorem
Q(x1, X2, X3)) = X2 + 2x1 X2 + X2 + 2x5. Macierza Q w bazie

110
standardowejjestM=| 1 1 0 ] . Wielomianem
0 0 2

charakterystycznym tej macierzy jest w(\) =

11— A1 0

det{ 1 1-)x 0 = (N -—2Xx+1-1)2-))=-\\-2)>2
0 0 2-2)

Pierwiastkami w sg 0 i 2 (podwdjny). Stad, na mocy powyzszego

twierdzenia wnosimy, ze Q jest dodatnio pétokreslona, ale nie jest

dodatnio okreslona. Istotnie Q((X1, X2, X3)) = (X1 + x2)? + 2x2 > 0 oraz

Q((1,-1,0)) =0.

Ostrzezenie Macierzg formy Q((x1, X2)) = —x3 jest [ 8 _01 } Mamy

W; = W, = 0 > 0. Jednak oczywiscie stad nie mozna wnosi¢, ze Q
jest dodatnio potokreslona, gdyz Q((0,1)) = —1-.
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