11. Aproksymacja metoda najmniejszych kwadratow

W naukach przyrodniczych wykonujemy czgsto eksperymenty polegajace na pomiarach
par wielkosci, ktore, jak przypuszczamy, sa ze soba powigzane jaka$ zaleznoscia funkcyjng
y=f(x), np. wydtuzenie sprezyny w zaleznosci od wiszgcego na niej ci¢zaru, st¢zenie reagenta
w zaleznos$ci od czasu itp. Sensownym posuni¢ciem jest znalezienie takiej krzywej, ktora
mozliwie najlepiej przybliza te punkty doswiadczalne. Znajdowanie takich krzywych jest
celem teorii aproksymacji.

W teorii aproksymacji zajmujemy si¢ generalnie rzecz biorgc dwoma typami problemow.
Pierwszym z nich jest wspomniane wyzej dopasowywanie do punktow eksperymentalnych
krzywych, ktére w najlepszy sposéb moga reprezentowa¢ dane. Drugim przypadkiem, kiedy
stosujemy aproksymacje jest sytuacja, gdy funkcja jest znana, ale chcemy znalez¢ prostsza
funkcje, taka jak np. wielomian, ktérej mozna uzy¢ do okreslenia przyblizonych wartosci
funkcji danej.

Oba problemy byly juz zarysowane w rozdziale traktujacym o interpolacji. Podano w nim
sposob znajdowania wielomianu przyblizajacego funkcje dang w postaci punktow lub
tablicowang w tym celu, by uzyska¢ te punkty (weztowe). Wiemy juz, Ze interpolacja moze
nam shuzy¢ do aproksymacji wartosci funkcji migdzy punktami weztowymi, tyle ze tych
punktow nie moze by¢ zbyt wiele (efekt Rungego). Jak zatem postapi¢ w sytuacji, gdy mamy,
powiedzmy, 20 punktéw ukladajacych si¢ w przyblizeniu na prostej. Mozemy z tego
wywnioskowacé, ze nieznana funkcja y = f(X) musi wyrazac¢ zaleznos$¢ liniowa i uzycie do jej
przyblizenia wielomianu 19 stopnia jest raczej bez sensu. A co w sytuacji, w koncu nie tak
rzadkiej, kiedy tych punktéw eksperymentalnych sa setki, jesli nie tysigce?

Trzeba si¢ po prostu zabra¢ do tego inaczej. Po pierwsze nalezy zrezygnowac¢ z warunku,
ze funkcja przyblizajaca punkty doswiadczalne (lub punkty uzyskane po stablicowaniu
skomplikowanej funkcji, ktora chcemy wyraza¢ za pomocg funkcji prostszej, rezygnujac przy
tym z absolutnej doktadno$ci) musi przez nie przechodzi¢. Wystarczy zazada¢, by funkcja
aproksymujaca przebiegata jak najblizej wszystkich punktow, byla jak najlepiej do nich

,dopasowana”. Jak to osiggnac¢?
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Regresja liniowa.

Zatozmy, ze mamy pi¢¢ punktéw doswiadczalnych danych w tabeli:

Tabela 11.1
i Xi Yi
1 2 2,5
2 4 10
3 6 32
4 8 40
5 10 60

Jesli wykres§limy te punkty, otrzymamy Rysunek 11.1.

70
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Rysunek 11.1

Wida¢, ze chociaz punkty s3a nieco porozrzucane na skutek, powiedzmy, btedow
pomiarowych, to jednak wyraznie uktadaja si¢ wzdtuz prostej. Swiadczy to o tym, ze mamy
tu do czynienia z zalezno$cig liniowa 1 wszelkie proby aproksymowania tych punktow
wielomianem interpolacyjnym ( czwartego stopnia), ktory musiatby przez nie przechodzic,
nie maja wigkszego sensu.

Roéwnanie prostej ma postaé nastepujaca:

y = ax+b,
gdzie a i b to wspoétczynniki, ktorych chwilowo nie znamy.
Poszukiwanie parametrow takiej prostej, ktora by przechodzita mozliwie najblizej

wszystkich punktéw doswiadczalnych (X, yi), polega na minimalizacji sumy:

S(a.6) = Y1y, YT = Xl - (e, + b)Y (1L
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gdzie y(x;) to warto$ci wspotrzednej y obliczonej z rownania prostej dla danych X;. Roznice
migdzy doktadnymi wartosciami Y; oraz warto$ciami obliczonymi z rownania prostej sg
podniesione do kwadratu, aby unikna¢ mozliwosci, ze bgda si¢ nawzajem znosity na skutek
roznicy znakow. Z tego tez wzgledu przedstawiona w tym rozdziale metoda postepowania
nosi nazw¢ metody najmniejszych kwadratow.

Dla danych z Tabeli 11.1 wielko$¢ S bedzie réwna:

S(a,b)= [(2,5—(2a+b)]? + [10 —(4a+b)]*+[32 — (6a+b)]*+[40 — (8a+b)]? +[60—(10a+h)]?

Formalnie rzecz biorac jest to funkcja dwoch zmiennych a i b. Interesujg nas takie wartosci
tych zmiennych, dla ktorych S(a,b) jest minimalna. Wiadomo, ze funkcja wielu zmiennych
ma minimum w punkcie, dla ktérego pochodne czastkowe tej funkcji po wszystkich

zmiennych sg rowne zeru, a zatem w tym przypadku muszg by¢ spelnione warunki:

s@b) _,
oa

s(@b) (11.2)
ob

czyli:
2[2,5 - 2a-b)](-2)+2[10 — 4a — b](-4) +2[32 — 6a — b]( —6) + 2[40 — 8a —b](-8)
+2[ 60 — 10a —b)](-10) =0
oraz
2[2,5 — 2a-b)](-1)+2[10 — 4a — b](-1) +2[32 — 6a — b]( 1) + 2[40 — 8a —b](-1)
+2[ 60 — 10a-b)](-1) =0
Po uproszczeniu otrzymujemy:

440a + 60b = 2314

60a + 10b =289 (11.3)

Rozwigzaniem tego uktadu réwnan liniowych sg wielko$ci:

a=7,250razb=-14,6
Na Rysunku 11.2 przedstawiono punkty z Tabeli 11.1 oraz lini¢ prosta okreslong przez

rébwnanie : y = 7,25*x — 14,6.
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Rysunek 11.2

Aproksymacja danych doswiadczalnych krzywymi nosi czesto miano nazwe regresji. W
przypadku, gdy do tych danych dopasowujemy prosta, mowimy o regresji liniowej.
Wyprowadzmy teraz wzory dla regresji liniowej w sposoéb ogoélny. Rownanie linii
zapiszmy teraz nieco inaczej niz poprzednio jako:
P1(X) = & +aix = y(X)

Funkcja S(ao, a;) dla danych {(xi, yi) [i =1,2...n]} ma postac:
S(aO'al) = Z(yi —a, - a1Xi)2
i=1

gdzie n oznacza liczbe punktow.
Chcac znalez¢ minimum tej funkcji, musimy rozwigza¢ uktad roéwnan, ktory nosi nazwe

uktadu rownan normalnych (rownania (11.2) tez sa normalne).

) =23 (y, -2 ~ax)(-D =0

(11.4)

88(8.0,31, ZZ(y, —a,X)(—%)=0

Po uporzadkowaniu, otrzymamy uktad rownan:

n n
a0n+alzxi = ZYi
i1 i1
n n 2 n
aOZXi +alzxi = inyi
i1 i1 i1

z ktorego natychmiast dostaje si¢ ogoélne wzory na wspotczynniki definiujace lini¢ prosta:
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n n

nzxiyi_zxizyi zyi Xiz_zxi X Yi
a — it

i=L i<l a, =L i=L il (11.6)

R (3]

Sprobujmy okresli¢ niepewnosci pomiarowe w problemie regresji liniowej. Zaktadamy, ze

niepewno$¢ w pomiarach X-6w jest zaniedbywalna. Zalozenie to jest w peini uzasadnione
poniewaz nawet jesli jakas niepewno$¢ istnieje, to jest ona niewielka w porOwnaniu z
niepewno$ciami y-6w. Dalej zakltadamy, Zze niepewnosci wszystkich wartosci Y maja taka
samg wielko$¢ (jesli tak nie jest mozemy ratowaé si¢ stosowaniem roznych wag
statystycznych). Obliczajac odpowiednie srednie odchylenie standardowe (btad standardowy)
powinnismy uwzgledni¢ fakt, Zze jest ono podwyzszone z powodu bledow z jakimi
wyliczyliémy stale ap i a;. Inaczej mozna powiedzieé, ze wyznaczenie parametrOw prostej
obniza liczbe stopni swobody naszego ukladu. Znajduje to odzwierciedlenie w fakcie, ze
liczac $rednig dzielimy przez (n-2) zamiast przez n, co powoduje odpowiednie podwyzszenie

wartosci btedu.

s= /L(Zgiz) gdzie & =y, —a, —a,x, (11.7)
n—-2 93

Po podstawieniu do wzordéw (11.5) danych z Tabeli 11.1 otrzymujemy:
ap=-14,6 ap =725 s =4.151305
Takie same wartosci wspotczynnikéw prostej obliczyliSmy poprzednio, rozwigzujac w

prosty sposob uktad roéwnan (11.2).

Niepewnosci parametrow prostej znajdujemy metodami przenoszenia btedow, traktujac te
parametry jako funkcje zmierzonych wartosci y (patrz rozdz. 1). Otrzymamy w ten sposob

nastepujace wzory na btedy standardowe wyznaczonych parametréw ag oraz a;:

Zn: X;
=1

=S : 2 Sy =8 d 2
n n n n
Ny x; —[inj Ny x; —(inj
i=1 i=1 i=1 i=1

gdzie wielko$¢ s jest $rednim standardowym odchyleniem od prostej zdefiniowanym

(11.8)

Sao

wzorem (11.7).
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Zastosowanie tych wzoréw do danych z Tabeli 11.1 daje:
S,, =4,353925; s, =0,656379

Po wykresleniu punktéw danych w Tabeli 11.1 (Rysunek 11.1) oceniliémy ,,na oko”, Ze sa
one powigzane zalezno$cig liniowg. W praktyce tego typu ocena raczej nie wystarcza i
dlatego oblicza si¢ tzw. wspolczynnik korelacji, ktorego warto$¢ jest miarg korelacji migdzy
zmiennymi x i y. Je$li wspotczynnik ten jest bliski +1 oznacza to, ze wielko$ci sg dobrze
skorelowane (lub catkowicie, gdy wspotczynnik jest rowny *1), co oznacza, ze migdzy tymi
zmiennymi prawdopodobnie istnieje jakas zalezno$¢ funkcyjng. W przypadku regresji
liniowej wspotczynnik ten nosi oczywiscie nazwe wspotczynnika korelacji liniowej 1 oblicza

si¢ go zgodnie ze wzorem:

n n

N XY =D %Y,
i=1

- (11.9)

Wzér ten podajemy w postaci najlepiej nadajacej si¢ do obliczen numerycznych. Warto

r =

jednak przyjrze¢ mu si¢ blizej, by zrozumie¢ jego sens.

Pokaz, ze wyrazenie:

w ktorym $rednia warto$¢ X jest:

mozna przeksztatci¢ do postaci:
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Po podstawieniu do wzoru (11.9) danych z Tabeli 11.1 otrzymujemy r = 0,9879. Zmienne
X 1y sg zatem dobrze skorelowane i zalozenie, ze sg powiagzane zalezno$cig liniowa, jest
uzasadnione.

Omowione wyzej parametry regresji liniowej (oprocz samych wspotczynnikéw ag oraz a;)

nazywa si¢ statystykami

Regresja liniowa w Excelu

Excel wyposazony jest w narzedzia i funkcje statystyczne stuzace do obliczen zwigzanych
z regresja liniowa i wyktadnicza. Jeden ze sposobow szybkiego uzyskania warto$ci y
wynikajacych z regresji liniowej lub wykladniczej polega na wybraniu obszaru komorek
zawierajacych dane y ewentualnie plus dodatkowe komorki i polecenia Edycja / Wypetnij /
Serie danych..., Trend, Wiersze lub Kolumny, Arytmetyczny lub Geometryczny. Program
zamienia dane na wartosci Y lezace na prostej a puste komodrki wypetlnia nastepnymi
warto$ciami Y lezagcymi na tej prostej. Oto tabelka i wykres zrobiony w oparciu o te tabelke
(I6:K8) dla regresji liniowej: dane sg wpisane w komorki 16:K7. Obok (M6:Q8) pokazano te
same obliczenia wykonane przy pomocy funkcji statystycznych:

| J K L M N 0] P Q
6 1 2 3 y=ax+b
7 1 4 5 a b 1,333333| 3,333333| 5,333333
8 1 1,333333| 3,333333| 5,333333 2]-0,666667] 1,333333| 3,333333| 5,333333
M N 0 P Q
6 l[y=ax+b
7 |a b =$M$8*16+$N$8 =$M$8*J6+$N$8 =$M$8*K6+$N$8
8 =REGLINP(I7:K7;16:K6) =REGLINP(I7:K7;16:K6) | =REGLINW(17:K7;16:K6 | =REGLINW(I7:K7;16:K6) |=REGLINW(I7:K7;16:K6)

N W A O o
! ! ! !
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W komoérkach M8:N8 zastosowano formute tablicowa REGLINP, a w komorkach O8:Q8
formule tablicowag REGLINW. W Excelu mamy do regresji liniowej jeszcze jedng formute
tablicowa REGLINX, oraz nastgpujace formuly dziatajace na jednej komoérce: REGBLSTD
(liczy s), NACHYLENIE (liczy ag), ODCIETA (liczy a;), WSP.KORELACIJI (liczy r),
PEARSON (liczy r), R.KWADRAT (liczy r®), oraz KOWARIANCJA (liczy Sxy). Nastepny
przyktad pokazuje zastosowanie niektoérych z nich. Funkcja REGLINP moze liczy¢ az 10

parametrow, w przyktadzie wybrano tylko 6.

A B C D E F G H
1 I X Vi x;? v’ Xiyi p1(X;) N
2 1 2 2,5 4 6,25 5 -0,1 6,76
3 2 4 10 16 100 40 14,4 19,36
4 3 6 32 36 1024 192 28,9 9,61
5 4 8 40 64 1600 320 43,4 11,56
6 5 10 60 100 3600 600 57,9 4,41
7 Sumy: 30 144,5 220 6330,25 1157 51,7
8
9 ap=1-14,6 NACHYLENIE=|7,25
10 a=|7,25 ODCIETA=|-14,6
11 s=| 4,151305 REGBLSTD=|4,151305
12 Sa0=| 4,353925 PEARSON=|0,987927
13 Sa1=| 0,656379
14 r=| 0,987927 7,25 -14,6
15 0,656379| 4,353925
16 0,976000 || 4,151305
17

Arkusz 11.1

W kolumnach B i C Arkusza 11.1 znajduja si¢ dane z Tabeli 11.1, w kolumnach D, E, F
obliczono odpowiednio kwadraty i iloczyny x; oraz y;. W kolumnie G mamy warto$ci Yy
obliczone z réwnania prostej dla kolejnych x;, a w kolumnie H kwadraty &; (patrz wzor
(11.7)). W kolumnie B od wiersza 8 do 13 sg wspotczynniki prostej oraz czgs¢ statystyk
regresji obliczone na podstawie wzorow (11.6 — 11.9). W komorkach od 6smej do jedenastej
kolumny E obliczono ponownie cze$¢ tych wielkosci z uzyciem odpowiednich funkcji
Excela. Wyrézniona w komodrkach D7:E15 tabelka jest macierza zawierajacg wyniki dziatania
funkcji REGLINP. Jak zawsze, gdy mamy do czynienia z funkcja dajgca wynik w postaci
macierzy, najpierw nalezy zaznaczy¢ komoérki, w ktorych majg si¢ znalez¢ wyniki, wywotac
funkcje, zada¢ jej parametry, a nastgpnie nacisng¢ jednoczes$nie klawisze Shift, Ctrl oraz
Enter. Funkcja REGLINP oblicza wigcej statystyk niz pokazano w Arkuszu 11.1, ale na tym

etapie ograniczylismy si¢ tylko do tych, ktére oméwiono wyzej. Nalezy rowniez dodaé, ze w
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wyniku dzialania tej funkcji otrzymujemy kwadrat wspotczynnika korelacji liniowej, a nie

sam wspoltczynnik (0,987927% = 0,9760).

Regresje liniowa stosuje si¢ rowniez do zaleznosci wyrazonych funkcja wyktadnicza,
poniewaz logarytmujgc rownanie wyktadnicze otrzymujemy roéwnanie prostej. Jest to wazne
zastosowanie regresji liniowej, bowiem zalezno$ci wyktadnicze sg powszechne w fizyce,
chemii i biologii. Pokazemy jak to si¢ robi na przyktadzie rozpadu jader promieniotworczych
(Rozdziat 9). Rozwigzanie rbwnania opisujacego rozpad mozna zapisac jako:

N(t)=N, e""
gdzie t jest $rednim czasem zycia zwigzanym z okresem polowicznego zaniku relacja:
T12=0,693 7

Po zlogarytmowaniu mamy:
INN(t)=InN, _t
T

gdzie zmienng jest oczywiscie t, czyli czas. Wobec tego parametrami prostej beda InNg
oraz —1/z. W tabelce zamieszczamy odpowiednie obliczenia dla danych umieszczonych w
dwoch pierwszych kolumnach. Sa to: czas np. w godzinach oraz szybko$¢ zliczania rozpaddéw
w jednostkach umownych. Wykres zrobiony jest w oparciu 0 zaznaczone kolumny. W
zaznaczonej na szaro komorce znajduje si¢ wyliczone najlepsze przyblizenie Sredniego czasu

zycia wynikajace z metody regresji liniowe;.

Al B C D
26 [t IN(t) Jexp.InN(t) Jteoret.InN(t) 3,00 |
2710] 13,8 2,62 2,63
281 7.9 2,07 2,14 2,00 —— expnN()
2912] 6,1 1,81 1,64
30[3] 2.9 1,06 1,15 1.00 —=— teoretInN(®)
31 0,00 + t t t !
32 -0,49 2,63 0 1 2 3 4
33 2,02 13,90
Al B C D
26 [t IN(t) [exp.InN(t) teoret.InN(t)
27 Jo |13.8 |=LN(B27) =REGLINW(C27:C30;A27:A30;A27:A30)
28 |1 |79 [J=LN(B28) =REGLINW(C27:C30;A27:A30;A27:A30)
29]2 16,1 [|=LN(B29) =REGLINW(C27:C30;A27:A30;A27:A30)
3013 J2.9 [J-LN(B30) =REGLINW(C27:C30;A27:A30;A27:A30)
31
32 =REGLINP(C27:C30;A27:A30) |=REGLINP(C27:C30;A27:A30)
33 =-1/C32 =EXP(D32)
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Aproksymacja wielomianami wyzszych stopni.

Oczywiscie wiele zalezno$ci spotykanych w przyrodzie nie ma charakteru liniowego.
Staramy si¢ woéwczas znalez¢ wielomian odpowiedniego stopnia, ktory przebiegatby
mozliwie blisko wszystkich punktow, ktore chcemy przyblizy¢ (doswiadczalnych lub
otrzymanych z jakiej$§ bardziej skomplikowanej funkcji).

Dla uproszczenia zaldézmy, ze mamy wielomian drugiego stopnia i wykonajmy formalnie
wszystkie etapy metody najmniejszych kwadratow.

P2(X) = ap +aix +ax’ = y(x)

Funkcja S(ao,a1,a2) dla {(x,yi) [i =1,2...n]} danych ma teraz postac:
S(ay,8,,8,) = Z(Yi —aq; —aX _aZXi2)2
i=1

a uktad réwnan normalnych wyglada nastepujaco:

05(a,,8y,a,) - ZZ(yi —a, —a X — aZXiZ)(_]_) =0
oa, i1
aS(aO@,aa’l’aZ) - ZZ(yi —8, — X — azxiz)(_xi) =0 (11'10)
1 i=1

M = ZZ(yi —8, —a X — azxiz)(_xiz) =0
oa, i-1

Po uporzadkowaniu, otrzymamy:

a0n+alzn:xi +azzn:xi2 =Zn:yi
i=1 i=1 i=1
aozn:xi +alzn:xf+azzn:xi3 :ixiyi (11.11)
i=1 i=1 i=1 i=1

aozn:xf + alzn:xf' + azzn:xf = Zn:xfyi
i=1 i=1 i=1 i=1

Tak wyglada uktad rownan normalnych w wypadku, gdy wielomian aproksymacyjny jest

stopnia drugiego. Dla stopnia trzeciego otrzymamy uktad:

a,n +aizn:xi +azzn:xi2 + aszn:xf = Zn:yi
i=1 i=1 i=1 i=1
aozn:xi +alzn:xi2+azzn:xf+agzn:xi“ =Zn:xiyi (11.12)
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

aozn:xf + aizn:xf + azzn:xf + a3zn:xi5 = Zn:xfyi
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
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aozn:xf +alzn:xi4 +azzn:xf +aszn:xf = Zn:xfyi
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

Uktady réwnan normalnych odpowiadajace wielomianom aproksymacyjnym wyzszych
stopni rozbudowuje si¢ w sposéb analogiczny.

Uktady rownan normalnych sg uktadami rownan liniowych, w ktorych niewiadomymi sg
o, a1, az,..., @ sumy réznych poteg Xi* oraz iloczynow Xikyi graja rolg wolnych wyrazéw oraz
wspoOtczynnikéw przy niewiadomych. Mozna to zapisaé w postaci macierzowej jako:

X-A=Y (11.13)

Posta¢ macierzy X, A oraz Y jest okreslona przez uktad réwnan normalnych dla danego
problemu i na przyktad w przypadku wielomianu drugiego stopnia wygladaja one
nastgpu;jaco:

n

ZYi

i=1

7
[\j:

|
LN
Il
LN
o

n

2%, (11.14)

i=1
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M-

|
=
I
LN
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i=1
R AN AR XY,
| i=1
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D v D
59
h<
I
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x
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I
[N

i=1 i L i=1

Rozwigzanie tego uktadu mozna uzyska¢, mnozac z lewej strony obie strony roOwnania
(11.13) razy macierz odwrotng X :

A=X1Y (11.15)

Przyklad 11.1

Znalez¢ wielomian aproksymujacy punkty zapisane w Tabeli 11.2.

Tabela 11.2

i Xi Yi

1 0,00 0,30

2 2,00 4,50

3 4,00 18,00
4 5,00 26,00
5 6,00 33,00
6 8,00 68,00
7 10,00 93,00
8 11,50 132,00
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13,00

179,00

10

15,00

245,00

Z Rysunku 11.2, przedstawiajgcego wykres tych punktow, wynika, ze mamy tu do

czynienia z zalezno$cig typu kwadratowego, a zatem funkcjg, ktora najlepiej nadaje si¢ do

aproksymacji, bedzie wielomian stopnia przynajmniej drugiego.

250,00

200,00

150,00

100,00

50,00

0,00

0,00

5,00 10,00 15,00

Rysunek 11.2

Stworzmy teraz arkusz, ktory bedzie rozwigzywal problem znalezienia wspotczynnikoéw

wielomianu aproksymujacego drugiego stopnia.

Aol B | ¢ | b | E | F | G | H | [ [ J
1 Aproksymacja funkcji danej w Tabeli 10.2 wielomianem stopnia drugiego
2 n=|10 m=|2
3 i X Yi X,'2 Xi3 Xi4 XiYi Xizyi P2 (Xi) 312
4 1 0,00 0,30 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 3,8923| 12,9046
5 2 2,00 4,50 4,00 8,00 16,00 9,00 18,00 4,1465|  0,1250
6 3 4,00 18,00 16,00 64,00 256,00 72,00 288,00 14,0483| 15,6156
7 4 5,00 26,00 25,00 125,00 625,00 130,00 650,00 22,6172| 11,4436
8 5 6,00 33,00 36,00 216,00 1296,00 198,00 1188,00 33,5979 0,3575
9 6 8,00 68,00 64,00 512,00)  4096,00 544,000  4352,00 62,7951| 27,0908
10 7 10,00 93,00 100,00 1000,00| 10000,00 930,00/ 9300,00| 101,6400| 74,6501
11 8 11,50 132,00 132,25 1520,88| 17490,06 1518,00| 17457,00{ 137,1050) 26,0610
12 9 13,00 179,00 169,00 2197,00| 28561,00 2327,00) 30251,00| 177,9968| 1,0064
13| 10 15,00 245,00 225,00 3375,00) 50625,00 3675,00) 55125,00) 240,9609| 16,3143
14 [Sumy= 74,50 798,80 771,25] 9017,88| 112965,06 9403,00] 118629,00 185,5688
15
16 10 74,50 771,25 798,80
17 X= 74,50 771,25| 9017,88 Y= 9403,00]
18 771,25| 9017,88| 112965,06 118629,00
19
20 0,676377| -0,170295| 0,008977 3,892295
21 X7'=] -0,170295 0,062345| -0,003814 A=X"Y= -2,284829
22 0,008977| -0,003814| 0,000252 1,205960
23
24 s=| 5,1487702
Arkusz 11.2
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W wierszach od czwartego do trzynastego Arkusza 11.2 1 kolumnach od B do H sa
wspotrzedne punktow i ich rézne potegi oraz iloczyny, ktore zgodnie ze wzorem (11.14) stuza
do zbudowania macierzy X oraz Y. W Excelu jest funkcja odwracajaca macierze o nazwie
MACIERZ.ODW, ktora zostata tu wykorzystana do otrzymania X1 Jak zwykle, kiedy uzywa
si¢ funkcji dajacej w wyniku macierz, nalezy najpierw zaznaczy¢ komorki, w ktorych ma
zosta¢ zapisany rezultat, wywota¢ odpowiednig funkcje ( w tym wypadku MACIERZ.ODW),
zada¢ jej parametry i nacisna¢ jednoczesnie klawisze Ctrl, Shift oraz Enter. W nastepnym
kroku oblicza si¢ (zgodnie ze wzorem (11.15)) iloczyn macierzy X*oraz Y. Tym razem takze
mozna si¢ postuzy¢ funkcja Excela o nazwie MACIERZ.ILOCZYN. W rezultacie tego
mnozenia otrzymuje si¢ macierz A, ktorej elementami sg wspoOlczynniki wielomianu
aproksymujacego pz(X), a mianowicie ag, @i, a;. W kolumnie I umieszczono wartosci tego
wielomianu obliczone dla wszystkich wartosci x;. W ostatniej kolumnie J mamy kwadraty
wielkosci €1, czyli roznic migdzy prawdziwymi warto$ciami Yy; a wartosciami wielomianu
aproksymujacego. Stuza one do obliczenia $redniego odchylenia od krzywej, ktore w

og6lnym wypadku (porownaj ze wzorem (11.7)) definiuje si¢ nastgpujaco:

(11.16)

gdzie n to liczba punktéw aproksymowanych, a m to stopien wielomianu aproksymujgcego.
Na Rysunku 11.3 przedstawiono wykresy paraboli okreslonej przez tak obliczone w

Arkuszu 11.2 wspotczynniki i punktow z Rysunku 11.2.

250,00 Y

200,00 -

150,00 A

100,00 A

50,00 -

0,00 . .
0,00 5,00 10,00 15,00
Rysunek 11.3
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W sytuacji, gdy chcemy zastosowa¢ w aproksymacji wielomiany wyzszych od drugiego

stopni, postgpujemy analogicznie. Najpierw zgodnie ze schematem omdwionym podczas

dyskusji wzorow (11.11) i (11.12) rozbudowujemy macierze X oraz Y, a potem powtarzamy

obliczenia przedstawione w Arkuszu 11.2.

Przyklad 11.2

Wykorzystujac Arkusz 11.2 obliczy¢ wspodtczynniki wielomianu drugiego stopnia

aproksymujacego funkcje¢ f(x) = sin(zx) w przedziale 0 €[0,1]. Tabelaryzujac funkcje f(X),

przyjac krok h =0,1.

Al B | ¢ | b [ E | F | 6 | H | [ J
1 Aproksymacja wielomianem stopnia k funkcji f(x)=sin(nx)
2 n=|11 k=|2
3 i X Yi x;? X X' XiYi XY p2(x;) &’
4 1 0,00000 | 0,00000 | 0,00000 | 0,00000/ 0,00000/ 0,00000/ 0,00000| -0,02558| 0,00065
5 2 0,10000 | 0,30902 | 0,01000 | 0,00100 0,00010| 0,03090| 0,00309| 0,33416| 0,00063
6 3 0,20000 | 0,58779 | 0,04000 0,00800| 0,00160| 0,11756| 0,02351 0,61395 0,00068
7 4 0,30000 | 0,80902 | 0,09000 | 0,02700 0,00810| 0,24271| 0,07281| 0,81380| 0,00002
8 5 0,40000 | 0,95106 | 0,16000 | 0,06400 0,02560| 0,38042| 0,15217| 0,93371| 0,00030
9 6 0,50000 | 1,00000 | 0,25000 | 0,12500 0,06250| 0,50000| 0,25000| 0,97368| 0,00069
10 7 0,60000 | 0,95106 | 0,36000 | 0,21600 0,12960| 0,57063| 0,34238| 0,93371| 0,00030
11 8 0,70000 | 0,80902 | 0,49000 0,34300| 0,24010| 0,56631 0,39642 0,81380 0,00002
12 9 0,80000 | 0,58779 | 0,64000 0,51200f 0,40960| 0,47023| 0,37618 0,61395 0,00068
13| 10 0,90000 | 0,30902 | 0,81000 | 0,72900 0,65610| 0,27812| 0,25030| 0,33416| 0,00063
14 11 1,00000 | 0,00000 | 1,00000 1,00000| 1,00000, 0,00000, 0,00000| -0,02558 0,00065
15 |Sumy= 5,50000| 6,31375 | 3,85000 3,02500| 2,53330| 3,15688 1,86687 0,00528
16
17 11 5,50 3,85 6,31
18 X= 5,50 3,85 3,03 Y= 3,16
19 3,85 3,03 2,53] 1,87
20 |
21 05804  -2,2028| 1,7483] -0,0256
22 x7'=] -22028] 12,5641| -11,6550] A=x""y= 3,9970
23 1,7483| -11,6550| 11,6550] -3,9970
24
25 s=| 0,025694
Arkusz 11.3

Na Rysunku 11.4 przedstawiono wykres punktow otrzymanych w wyniku tabelaryzacji

funkgcji f(x) = sin(zx) oraz wykres wielomianu, ktérego wspotczynniki obliczono w Arkuszu

11.3.
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1,00

*

0,80 -
0,60 -
¢ i
———p2(X)
0,40 -
0,20 -
0,00 . . . .

0,00 0,20 0,40 0,60 0,80 1,00

Rysunek 11.4

Jakobiany
Problem poszukiwania wspolczynnikéw wielomianu aproksymacyjnego mozna uproscié,
wprowadzajac tzw. jakobiany. Zanim to zrobimy, napiszmy najpierw wielomian

aproksymacyjny stopnia m:
y(X) = pm(X) = ag + aix + ap +ag’+...+ amx” (11.17)
Jezeli teraz policzymy pochodne tak zapisanego wielomianu po wszystkich wspotczynnikach

m

(traktowanych jako zmienne), otrzymamy:
) _ o yX)

M:L‘ ay(x)zx; X5 ... X

oa, oa, oa, oa,,

Te pochodne (funkcje) przyjmuja dla konkretnych Xi (wspotrzednych X punktow, ktore

chcemy aproksymowac) wartosci:

) ) ). )

) i? = Xi ’ et Xi
oa, o, oa

m

(%)
0

]

, gdzie

Zbudujmy teraz macierz, ktorej elementy mozna zapisa¢ ogdlnie w postaci:

wskaznik i, numerujacy wiersze, zmienia si¢ od 1 do n (liczba punktéw aproksymowanych), a

J, numerujacy kolumny, zmienia si¢ od 0 do m.
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%) %) ) ayx)
oa, 0a  0a, oa,
Xl Xl X12 X{n
X, 1 X, X; e X (11.18)
X3 XS X?? Xgn
X, 1 X, X Xp

Elementy tabeli (11.14) tworza macierz zwang jakobianem i oznaczang literg J. Dla przyktadu
jakobian odpowiadajacy problemowi rozwigzanemu w Arkuszull.2 (wielomian drugiego

stopnia aproksymujacy 10 punktow ma posta¢ macierzy o wymiarach 10 na 3:

1

w N =3

i

[ee] ~ [=2]

X X X X X X X X X

© o1

X X X X X X X X X
NOpgOppy Npop Ry w Do P

L

X
<
S)

X
<
S

Latwo teraz zauwazy¢, Zze po pomnozeniu jakobianu transponowanego razy jakobian

otrzymamy macierz X ze wzoru (11.14)

2
1 x X
2
1 x, X
2
1 X3 xX3| 1 10 10
1 x, x 10 2% 2%
11 1 1 1 1 1 1 1 1 i= i=
r 1 Xq X52 10 10 R 10 .
JTT =X X, X; X, Xo X¢ X X5 Xg X |* =D x DxE DXk
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 1 Xs  Xs i=1 i=1 i=1
x1x2x3x4x5x6x7x8x9x101 ) L L I
X X Y Y X
1 X, X; i=1 i= i=1
2
1 X5 X
2
11 X Xpo]

Dzieki wprowadzeniu jakobiandw mozemy zatem znacznie upros$ci¢ tworzenie macierzy X,

co bylo najbardziej pracochtonng czes$ciag przedstawionego w Arkuszu 11.2 sposobu
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rozwigzywania problemu aproksymacji wielomianem drugiego stopnia. Zmodyfikowany w

ten sposob Arkusz 11.2 wyglada nastepujaco:

A | B | ¢ | D ] E | F | & | H ] [ | J
1 Aproksymacja funkcji danej w Tabeli 10.2 wielomianem stopnia drugiego
2 n={10 m=|2
3 X X,-2 Yi XiY; xizyi pa(x;) g2
4 1 0,00 0,00 0,30 0,00 0,00 3,8923| 12,9046
5 1 2,00 4,00 4,50 9,00 18,00 4,1465 0,1250
6 1 4,00 16,00 18,00 72,00 288,00 14,0483| 15,6156
7 1 5,00 25,00 26,00 130,00 650,00] 22,6172 11,4436
8 J= 1 6,00 36,00 33,00 198,00 1188,00 33,5979 0,3575
9 1 8,00 64,00 68,00 544,00| 4352,00] 62,7951 27,0908
10 1 10,00 100,00 93,00 930,00 9300,00| 101,6400 74,6501
11 1 11,50 132,25 132,00 1518,00| 17457,00| 137,1050| 26,0610
12 1 13,00 169,00 179,00 2327,00| 30251,00f 177,9968 1,0064
13 1 15,00 225,00 245,00 3675,00] 55125,00] 240,9609| 16,3143
14 Sumy= 798,80 9403,00| 118629,00 185,5688
15
16
17 10 74,50 771,25 798,80
18 X=J"J= 74,50 771,25/  9017,88 Y= 9403,00|
19 771,25|  9017,88| 112965,06 118629,00
20
21 0,676377| -0,170295| 0,008977, 3,892295
22 X"=] -0,170295| 0,062345| -0,003814 A=X"Y= | -2284829
23 0,008977| -0,003814| 0,000252 1,205960
24
25 s=| 5,1487702

Arkusz 11.4

Wida¢, ze w Arkuszu 11.2 i Arkuszu 11.4 otrzymaliSmy identyczne wyniki, tyle ze w
Arkuszu 11.3 udato nam si¢ tego dokona¢ mniejszym kosztem. Po pierwsze nie bylo potrzeby
tworzenia kolumn z x;® i x;*, ale jeszcze wazniejsze jest to, ze macierzy X nie tworzylismy tu
»recznie”, wpisujac do niej sumy odpowiednich poteg X, lecz obliczajac ja jako J'J za
pomoca jednej formuly excelowskiej:

=MACIERZ.ILOCZYN (TRANSPONUJ(B4:D13);B4:D13)

Korzysci ze stosowania jakobiandw sg jeszcze bardziej widoczne, kiedy wielomian

aproksymacyjny jest wyzszego stopnia niz drugi.

Przyklad 11.3

Stworzy¢ arkusz, ktory bedzie obliczat wspdtczynniki wielomianu trzeciego stopnia
aproksymujacego funkcje f(x) = sin(zx) w przedziale 0 €[0,2]. Tabelaryzujac funkcje f(x),
przyjac krok h =0,2.
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AT B J ¢ | b T E T FT & T H ] I 0 T kK T L
1 Aproksymacja wielomianem stopnia trzeciego funkgji f(x)=sin(nx)
2 n={11 m=|3
3 X X, X Yi XiYi Xy Xy, Ps(x;) &’
4 1 0,00000 0,00000 0,00000 0,00000 0,00000 0,00000 0| -0,06351 0,00403
5 1 0,20000 | 0,04000 0,00800 0,58779 0,11756| 0,02351| 0,0047023| 0,71218| 0,01547
6 1 0,40000 | 0,16000 0,06400 0,95106 0,38042| 0,15217| 0,0608676| 0,97920| 0,00079
7 1 0,60000 0,36000 0,21600 0,95106 0,57063 0,34238| 0,2054282 0,86474 0,00745
8| J= 1 0,80000 | 0,64000 0,51200 0,58779 0,47023| 0,37618| 0,300946| 0,49595| 0,00843
9 1 1,00000 | 1,00000 1,00000 0,00000 0,00000/ 0,00000| 1,225E-16| 0,00000]  0,00000
10 1 1,20000 | 1,44000 1,72800 -0,58779 | -0,70534| -0,84641| -1,015693| -0,49595| 0,00843
11 1 1,40000 | 1,96000 2,74400 -0,95106 | -1,33148| -1,86407| -2,609699| -0,86474| 0,00745
12 1 1,60000 | 2,56000 4,09600 -0,95106 | -1,52169| -2,43470| -3,895527| -0,97920| 0,00079
13 1 1,80000 | 3,24000 5,83200 -0,58779 | -1,05801| -1,00442| -3,427964| -0,71218] 0,01547
14 1 2,00000 | 4,00000 8,00000 0,00000 0,00000] 0,00000] -9,07E-15| 0,06351] 0,00403
15 Sumy=| 0,00000| -3,07768| -6,15537| -10,37694 0,07236
16
17 11,00000| 11,00000| 15,40000| 24,20000 0,00000
18| X=| 11,00000| 15,40000| 24,20000| 40,53280 y=] -3,07768
19 15,40000| 24,20000| 40,53280| 70,66400 -6,15537
20 24,20000| 40,53280| 70,66400| 126,61792 -10,37694
21 s=|0,10167
22
23 0,79021| -2,76807| 2,62238| -0,72844 -0,06351
24 |x"=| -2,76807| 16,38177| -18,81799| 5,78704 A=x"v=] 536200
25 2,62238| -18,81799| 23,49213| -7,58790 -7,94773
26 -0,72844| 578704| -7,58790] 2,52930 2,64924

Arkusz 11.4

Na Rysunku 11.5 przedstawiono wykres punktéw otrzymanych w wyniku tabelaryzacji
funkcji f(x) = sin(zx) w przedziale [0,1] oraz wykres wielomianu, ktérego wspotczynniki

obliczono w Arkuszu 11.4.

1,00 .
0604 /o .
0,20 -
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-0,20°:60 0,40 0,80 1,20 1,60 00 [——P3()
-0,60 o .
-1,00 A

Rysunek 11.5
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Interpolacja a aproksymacja

Na interpolacje mozna spojrze¢ jak na wyznaczanie wspoOtczynnikow wielomianu na
podstawie reprezentacji tego wielomianu przez wartosci w punktach, ktore nazywaliSmy
weztami interpolacji. Dla n weztéw mozna wyznaczy¢ wielomian stopnia n-1 (Scisle;j:
wielomian 0 ograniczeniu stopnia n). Jednoznaczno$¢ tak okreslonego wielomianu
interpolacyjnego mozna matematycznie udowodni¢ [2]. Pamigtamy, ze wielomian
interpolacyjny musi spetnia¢ warunki interpolacji, czyli przyjmowa¢ w wezlach doktadnie
takie wartosci, jakie wynikaja z danych punktow. Mozna to zapisa¢ w eleganckiej postaci

macierzowej w nastepujacy sposob:

2 1

1 X, X Xg 0 Yo
2 -1

1 X Xy Xln 1| Y:
2 1

1 Xoa X o X:—1 an, Yna
VA=Y

Pojawila si¢ w tym zapisie macierz, ktora nazwaliSmy jakobianem. Jest to szczegdlny
przypadek jakobianu, macierz o wymiarach wynikajacych z liczby weziow: dla n weztow
numerowanych od 0 do n-1 (zachowaliSmy numeracj¢ od 0 poniewaz tak zwykliSmy
numerowaé wspotczynniki wielomianu) wymiar tej macierzy jest n razy n+1. W literaturze
nazywa si¢ ja macierzag Vandermonde’a. Mozna przekona¢ si¢, ze dla réznych weztéw jest
ona macierzg nieosobliwg, a wigc odwracalng. Wobec tego macierz wspotczynnikéw
wielomianu interpolacyjnego mozna wyznaczy¢ w nastepujacy sposob:
A=V1Y

Nie jest to najszybszy algorytm interpolacji, ale czasami jest wygodny i warto o nim
pamigtac. Jesli porownamy go z algorytmem aproksymacji wielomianowej z poprzedniego
rozdziatu, to zauwazymy, ze wielomian aproksymacyjny moze by¢ nizszego stopnia niz
interpolacyjny 1 przebiega pomigdzy wezlami w sposéb wyznaczony przez metode
najmniejszych kwadratow, podczas gdy wielomian interpolacyjny przechodzi doktadnie przez
wszystkie wezly interpolacji, ale za to ma czesto dos¢ skomplikowang postac. Spojrzmy jak

wypadnie graficzne porownanie obu wielomianéw dla obu badanych poprzednio przyktadow.
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