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1 Troche o eliminacji Gaussa

Przypusémy, ze mamy macierz
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a w niej niezerowy element ay (na przekatnej, ale to nie jest bardzo istotne). Chcemy
wyzerowac wszystkie elementy macierzy ponizej ayj stosujac wierszowe przeksztalcenia
elementarne, czyli chcemy przeksztalci¢ dang macierz w macierz postaci
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Mozemy to zrobi¢ wykonujac nastepujacy algorytm:
Algorytm 1.

e Mamy macierz A oraz k takie, ze aj; 7# 0;
e Dlaiod k+1don
odejmij od i-tego wiersza macierzy A wiersz k-ty przemnozony przez a;y/ax k-
e Wynikiem obliczen jest macierz otrzymana w wyniku zastosowanych przeksztatcen.
W ten sposoéb otrzymujemy macierz B, w ktérej w i-tym wierszu dla ¢ > k£ mamy elementy
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Nietrudno zauwazy¢, ze dla i > ki j = k mamy a} ; = a;; = 0.
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Ten banalny algorytm ma interesujacg i wazng dla nas wlasnosc.

Minorem (z tac., mniejszy) macierzy M bedziemy nazywaé kazdy jej fragment (pod-
macierz) pozostajacy po usunieciu kilku wierszy i kolumn (czasem minorem nazywa sie
od razu wyznacznik takiej macierzy). Szczegdlnie beda nas interesowaly minory M; po-
wstajace przez wykreslenie w macierzy M wierszy i kolumn o numerach wickszych od
i.

Fakt 1.1 Podczas wykonywania Algorytmu 1 sg zachowywane warto$ci wyznacznikéw
minoréw danej macierzy, a wiec dla wszystkich i < n zachodzi réownos¢ det(A;) = det(B;).

Dowdd. Jest to oczywista konsekwencja wtasnosci wyznacznikéw: dodanie wielokrotnosci
wiersza macierzy do innego wiersza tej macierzy nie zmienia wyznacznika. Dla ¢ < k tak
jest, gdyz wyrazy minoréw A; nie ulegajag zmianie, a dla pozostatych i jest to konsekwencja
wspomnianej wtasnosci. O

Jest tez znang rzecza, ze operacje elementarne moga zostaé wyrazone za pomoca

mnozenia macierzy. W szczegélnosci, caty Algorytm 1 moze zostaé¢ przedstawiony jako
operacja wyliczenia iloczynu macierzy! PT i A, gdzie
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Po prostu, zamiast wykonywa¢ przeksztatcenia elementarne zgodnie z Algorytmem 1,
tworzymy macierz P7 i obliczamy iloczyn PT A. Oczywiscie, mamy B = PTA.

Widaé, ze macierz PT jest dolnie trojkatna, a wiec P jest gérnie tréjkatna. Zauwazmy
jeszcze, ze sa to macierze odwracalne. Jest to zwigzane z tym, ze operacje elementar-
ne sa odwracalne. Jezeli przeksztatcajac macierz odjeliSmy od pewnego wiersza pewna
wielokrotnos$¢ innego, to powrdcimy do stanu wyjsciowego dodajac do tego wiersza te
wielokrotno$é. Zresztg tatwo sprawdzi¢ bezposrednim rachunkiem, ze macierzg odwrotng
do P7 jest
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ITo, ze mnozymy przez macierz transponowana P, a nie przez P, nie ma istotnego znaczenia, ma
spowodowacé, ze w odpowiednim momencie otrzymamy standardowe wzory w zwyklej postaci.



2 Funkcjonaly dwuliniowe i formy kwadratowe

Niech M bedzie macierzg o wymiarach n X n. Funkcjonatem dwuliniowym nazywamy
dwuargumentowsg funkcje f : R” x R" — R zdefiniowang wzorem

f(X,)Y)=X"MY

gdzie X 1Y to odpowiednie wektory, utozsamiamy je z jednokolumnowymi macierzami,
f(X,Y) uwazamy za skalar, ktory jest jedynym elementem macierzy X7 MY o wymiarach
1 x 1. Formy kwadratowe to funkcje g takie, ze

g(X)=f(X,X)=X"MX.

Kazda macierz wyznacza funkcjonal dwuliniowy, z kolei funkcjonaty wyznaczaja formy
kwadratowe. Kazda forma kwadratowa jest wyznaczona przez wiele macierzy, w tym
doktadnie jedng symetrycznag (taka, ze MT = M).

Majac forme kwadratowa g(X) = XT M X mozemy zdefiniowaé¢ funkcjonat

FXY) = (X +Y,X +¥) = g(X, X) = g(v,Y) = X" (M7 + 201 x.

Jest to funkcjonal dwuliniowy definiowany symetryczng macierza 1/2(M7T + M), wyzna-
czajacy forma g, a wiec speliajacy f(X, X) = ¢g(X). Dodatkowo, jest on symetryczny,
czyli spelia réwnosci f(X,Y) = f(Y, X).

W dalszym ciggu bedziemy zaktadaé, ze macierze definiujace funkcjonaty dwuliniowe
i formy kwadratowe sg symetryczne.

Symetryczne funkcjonaly dwuliniowe sg nam potrzebne wtedy, gdy zajmujemy si¢
iloczynami skalarnymi. Sa to funkcjonaly, ktére dodatkowo sa dodatnio okrelone (nie-
ktorzy matematycy nazywaja je istotnie dodatnio okreslonymi). Odpowiadajace im formy
kwadratowe sg w takiej sytuacji definiuja dtugos¢ wektora.

Formy kwadratowe wystepuja tez w definicjach réznych waznych krzywy (tzw. stozko-
wych) lub powierzchni i takze z tego powodu byty (sa) analizowane. Na przyktad, forma
g(z,y,2) = 2% +y? — 2% okreslona w przestrzeni R® pojawia si¢ w réwnaniu g(z,y, z) = 0
powierzchni bocznej dwdch stozkéw powstajacych przez obrét prostej o kierunku (1,0, 1)
wokoét osi Z-téw. Przecinajac te stozki réznymi plaszezyznami otrzymujemy rozmaite
krzywe stozkowe, a wiec elipsy (takze okregi), hiperbole i parabole.

Przecinajac ten stozek ptaszczyzna o rownaniu z = ¢ otrzymujemy na tej ptaszczyznie
okrag o réwnaniu 22 +1? = 2. Przekréj z ptaszczyzng o réwnaniu y = ¢ to dwie hiperbole
o réwnaniu z? — 2% = ¢2. Te hiperbole mozna otrzymaé obracajac wykres funkcji z = ¢*/x
o 45 stopni przeciwnie do ruchu wskazowek zegara. Przecigciem stozka z ptaszczyzna o
réwnaniu z = y + 1 (rtéwnolegta do tworzacej stozka) jest parabola y = (z? — 1) /2.

Poniewaz bedziemy zajmowaé si¢ dodatnia okreslonoscia, ustalmy zwigzang z tym
terminologie. Niech M bedzie macierza symetryczng. Bedziemy M, a takze funkcjonat
dwuliniowy fy(X,Y) = XTMY oraz form¢ kwadratowa gy(X) = XTMX nazywaé
okreslonymi dodatnio, jezeli dla wszystkich niezerowych wektoréw X zachodzi nieréwnosé
XTMX > 0. (dokladniej: jezeli dodatnim jest jedyny element tej macierzy).

3 Inny algorytm

Przyjmijmy, ze k = 1 i skomplikujmy nieco Algorytm 1 tak, aby zerowal nie tylko pierwsza
kolumna, ale takze pierwszy wiersz (oprocz elementu ay ;).



Algorytm 2.
e Mamy dana symetryczng macierz A taka, ze a1 # 0;
e Dwukrotnie
wyzeruj Algorytmem 1 pierwsza kolumne A i transponuj otrzymang macierz;

e 7Zwrd¢ otrzymang macierz.

Oczywiscie, takze ten algorytm ma wersje wykorzystujaca mnozenie macierzy.
Algorytm 2’°.

e Mamy dang symetryczng macierz A taka, ze a; 1 # 0;
e Utwérz macierz P (patrz str.2);
e Dwukrotnie

macierz A zastap przez (PTA)T;

e 7Zwr6c¢ wyliczong macierz.

Skomplikowane obliczenia w ostatnim algorytmie mozna jeszcze troche skroci¢ w na-
stepujacy sposob:
Algorytm 2”.

e Mamy dana symetryczng macierz A taka, ze a1 # 0;

e Utworz macierz P (patrz str.2);

o Zwr6é macierz PTAP.

Dwa ostatnie algorytmy wyliczaja te sama macierz. Wynika to z oczywistych réwnosci
(PT(PTAT = (PTAP)YT = PTAP.

Przeanalizujmy doktadniej te algorytmy.

3.1 Wilasnosci Algorytmu 2.

Chyba bedzie trudno wykorzystac¢ ten algorytm do zrobienia czegos sensownego, ale je-
go analiza pozwala ustali¢ kilka interesujacych faktéw. Aby je sformutowaé powinnismy
wprowadzi¢ niezbedne oznaczenia. Tak wigc mamy dang symetryczna macierz A. W jej
lewym, gérnym rogu znajduje si¢ niezerowy element a;;. Algorytm 2 przeksztalca te
macierz w macierz B = PT AP postaci

aia 0 ... 0 a1 0 ... 0 00 ... 0

0 0 0 o
B = i = ) + | . =B + B~

: BY : 0 : B°

0 0 0

Oczywiscie, BY oznacza tutaj to, co zostato z macierzy B po usunieciu pierwszego wiersza
i pierwszej kolumny, a B! i B? to odpowiednie sktadniki przeostatniego wyrazenia w po-
wyzszym wzorze. Poprawno$¢ tych definicji wynika z analizy algorytmu 2 podsumowane;j
w nastepujacym fakcie:



Fakt 3.1 W lewym gérnym rogu macierzy B znajduje si¢ a; ;. Pozostate wyrazy pierw-
szego wiersza i pierwszej kolumny macierzy B sa réwne 0. Macierze B oraz B° sg syme-
tryczne. O

Przypomnijmy, ze symbole A;, BY i podobne oznaczaja gtéwne minory wskazanych
macierzy. Z faktu 1.1 wynikaja nastepujace wtasnosci wyznacznikow takich minorow.

Fakt 3.2 Zachodza nastepujace réwnosci:

det(A,) = det(B,) oraz det(A;y,) = det(Biy,) = ay, - det(BY). O

3.2 Dalsze wlasnosci zwigzane z okreslonoscig

Fakt 3.3 Macierz A jest dodatnio okreslona wtedy i tylko wtedy, gdy macierz B jest
dodatnio okreslona.

Dowdd. Macierz P jest odwracalne, a wiec przeksztalcenie przyporzadkowujace X wek-
tor PX jest permutacjg zbioru niezerowych wektorow. Teza jest konsekwencja réwnosci
XTAX = XTPTBPX = (PX)"B(PX). O

Fakt 3.4 Macierz B jest okre$lona dodatnio wtedy i tylko wtedy, gdy a;; > 0 i macierz
B jest okreslona dodatnio.

Dowdéd. Najpierw zauwazmy, ze jezeli X = (x1,x9,...,x,) oraz Y = (za,...,2,), to
X"BX = XT(B1+ Bo)X = X"Bi1X + X"ByX = ay, -7, + Y'BY.

Przypusémy, ze B jest okreslona dodatnio. Wezmy wektor niezerowy wektor e;. Wtedy
el Be; = a;; > 0. Pozostalo zaja¢ si¢ druga czedcia tezy. Macierz B’ ma wymiar o 1
mniejszy niz B. Wezmy wiec niezerowy wektor Y o rozmiarze macierzy B° i utwérzmy
wektor X dopisujac na poczatku wektora Y dodatkowa wspotrzedng rowng 0. Wtedy
X # 0 oraz
Y'BY =a;;-0°+Y"BY = X"BX > 0.

Dla dowodu implikacji odwrotnej zalézmy, ze a;; > 0 i macierz B° jest okreslona
dodatnio. weZmy tez niezerowy wektor X i utworzmy — jak wyzej — wektor Y. Sg mozliwe
dwa przypadki. Jezeli z; # 0, to YTBY > 0 oraz

X"BX =ay; -2 +Y'BY > 0.
Jezeli 71 =0, to Y jest niezerowy i
X"BX =ay, -2, +Y'BY =Y'BY > 0.

W obu przypadkach XTBX > 0, a to dowodzi, ze macierz B jest okreélona dodatnio. O



3.3 Troche o kryterium Silvestera

Poczynione spostrzezenia pozwalaja tatwo dowie$¢ pierwszg czesé tzw. kryterium Silve-
stera.

Twierdzenie 3.5 (Silvester) Jezeli macierz A jest okreslona dodatnio, to wszystkie jej
minory gltowne A; majg dodatnie wyznaczniki.

Dowdd. Przez indukcje ze wzgledu na rozmiar macierzy A. Twierdzenie jest oczywiste
dla macierzy o rozmiarze 1.

Przypuéémy, ze A jest macierza okreslona dodatnio o wymiarach (n 4+ 1) x (n + 1).
Z taktu 3.3 wynika, ze takze macierz B jest okrestona dodatnio, a stad i z faktu 3.4 — ze
liczba ay 1 jest dodatnia. Jest jasne, ze ta liczba jest wyznacznikiem minora A; = [aq4].

Zajmijmy si¢ wigec minorami o wigkszych indeksach. Z faktu 3.2 otrzymujemy, ze
det(Aiy1) = ar1 - det(BY). Ten ostatni wyznacznik jest dodatni, poniewaz B° jest okre-
slona dodatnio macierzg o wymiarach n x n i mozemy dla niej skorzysta¢ z zatozenia
indukcyjnego. Tak wiec wyznacznik minora A;,; jest dodatni i to dla wszystkich mozli-
wych 7. O

4 Jeszcze bardziej skomplikowany algorytm

Algorytm 1 wykorzystamy teraz (podobnie jak w Algorytmie 2) do wyzerowania prawie
calej danej macierzy i bedziemy wykonywa¢ go dla réznych wartosci parametru k. W
zwigzku z tym macierz P ze strony 2 bedziemy oznacza¢ symbolem P, uwzgledniajac jej
zaleznosé od wartosci k.

Algorytm 3.

Dana jest (symetryczna) macierz A o wymiarach n X n.
e Niech ) bedzie macierza jednostkowa i k = 1;
e Dopdki k < n oraz Alk, k] > 0
pod P podstaw macierz Py zdefiniowana na stronie 2;
zastap macierz A przez PT AP, a macierz Q) przez QP;
zwicksz k o 1;

e Wynikami obliczen sa macierze A i @) oraz liczba k. Jezeli A[k,k] > 0, to dana
macierz jest dodatnio okreslona, w przeciwnym razie — nie jest.

Warunek Ak, k] > 0 w instrukcji dopdki w Algorytmie 3 jest dostosowany do przewi-
dywanych zastosowan. Otrzymamy sensowne algorytmy, jezeli zastapimy go przez Alk, k| #
0 lub okreslimy jako$ dzialanie algorytmu wtedy, gdy A[k, k] = 0 (na przyklad polecajac
przeniesienie k-tego wiersza i k-tej kolumny na koniec macierzy).

Petla dopdki z podanego algorytmu ma sporo niezmiennikéw. Naleza do nich naste-
pujace stwierdzenia:

1) Zar6wno w wierszach, jak i w kolumnach o indeksach < k, wszystkie elementy Ali, j|
o roznych indeksach (a wiec poza przekatna), sa rowne 0;



2) Dla i < k elementy Ali, ] sa dodatnie;
3) Macierz @ jest gérnie tréjkatna i odwracalna, a jej wyznacznik jest réwny 1;
4) A= QTAQ, gdzie A oznacza poczatkowa warto$¢ macierzy (zmiennej) A;

5) Dla wszystkich ¢ < n wyznaczniki minoréw AY oraz A; maja réwne wartosci.

Niezmienniki te sg prawdziwe w momencie uruchomienia Algorytmu 3, sg zachowy-
wane przez instrukcje wykonywane w petli dopdki i w zwiazku z tym, sa prawdziwe po
wykonaniu programu. Mam nadzieje, ze nie sprawi ktopotu sprawdzenie, ze rzeczywiscie
sg to niezmienniki.

Lemat 4.1 Jezeli wyznaczniki wszystkich minoréow glownych pewnej macierzy n X n sq
dodatnie, to Algorytm 3 uruchomiony z tg macierzq zatrzymugje sie, gdy k = n i A jest
macierzq przekgtniowq z dodatnimi liczbami na przekgtney.

Dowéd. Przyjmijmy, ze poczatkowa wartoscia zmiennej A jest macierz A%, zakladamy,
ze jej minory maja dodatnie wyznaczniki (a wige det(A?) > 0 dla wszystkich i < n).
Umoéwmy sie takze, ze symbole A i k oznaczaja zaréwno zmienne, jak i koncowe wartosci
tych zmiennych.

W przypadku Algorytmu 3 po zakonczeniu petli nic wiecej sie nie dzieje i pozo-
staja prawdziwe wszystkie wymienione wyzej niezmienniki petli. Tak wiec minor Ay
jest macierza przekatniowsa (na mocy niezmiennika 1). Jego wyznacznik jest iloczynem
¥, Ali,i] = A[k, k] - TI*=! A[i,q]. Z zalozenia i niezmiennika 5 wynika, Ze ten iloczyn jest
dodatni, a 7 niezmiennika 2 — ze dodatnim jest takze iloczyn [[*=! A, . Stad otrzymu-
jemy, ze Alk, k] > 0.

Algorytmu 3 koniczy prace, jezeli albo Alk, k] < 0, albo k = n. W rozwazanej sytuacji
nie moze zatrzymac si¢ z pierwszego powodu. Tak wiec koncowa wartos¢ k jest n, a
koncowg wartodcig A — jak to zostato wyzej ustalone — jest macierz diagonalna z dodatnimi
wyrazami na przekatnej. O

Whniosek 4.2 Przy tych samych zalozeniach i oznaczeniach, z poprzedniego lematu otrzy-
mujemy, ze macierz A° jest postaci QT AQ, gdzie A jest macierzq przekgtniowq z dodat-
nimi wyrazami na przekgtnej, a Q) jest macierzq gornie trojkgtng, odwracalng, o wyznacz-
niku 1, a takze jest postaci QTQ dla pewnej gérnie tréjkgtnej macierzy odwracalnej Q.

Dowdd. Pierwsza cze$¢ tezy wynika z poprzedniego lematu i z niezmiennika 4. Jezeli
A = QTAQ dla odwracalnej macierzy @, to A° = (Q71)TAQ™!. Druga cze$¢ wynika z

wWzoru )
a1 0 Q1,1 0

)

Q22 = £/ 2.2
0 B 0
stusznego dla macierzy przekatniowych z dodatnimi wyrazami na przekatnej. O

Teraz mozemy dowiesé¢ druga cze$¢ kryterium Silvestera.

Twierdzenie 4.3 (Kryterium Silvestera, druga implikacja) Jezeli wyznaczniki wszyst-
kich minorow gltownych macierzy sq dodatnie, to macierz jest dodatnio okreslona.

Dowd6d. Wynika to z powyzszego wniosku. Wystarczy zauwazy¢, ze jezeli macierz () jest
odwracalna, to macierz Q7 Q jest dodatnio okreslona (XTQTQX = || QX ||?). O

Twierdzenie 4.4 Macierz A jest dodatnio okreslona wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje
gornie tréjkatna macierz odwracalna Q taka, ze A = QT Q.



