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ALGEBRA - czaes¢ 1

1 Dzialania na macierzach

Definicja 1: Macierz Macierza rzeczywista (zespolong) o m wierszach i
n kolumnach oraz elementach a;;, gdzie 1 < ¢ < m, 1 < j < n nazywamy
prostokatna tablice liczb rzeczywistych (zespolonych)

a1 ai2 ... Qip

921 22 ... QA9p
(1) A=

Am1 Am2 ... Omn

Macierz o m wierszach i n kolumnach nazywamy macierza wymiaru m X n.
Macierz wymiaru m X n utworzong z elementow a,; oznaczamy réwniez sym-
bolem A = (@ij)mxn. W przypadku, gdy wymiar macierzy jasno wynika z
kontekstu, stosujemy zapis A = (a;;). Macierz, ktérej wszystkie elementy sa
rowne 0 nazywamy macierzg zerowa i oznaczamy symbolem Q.

Zbiér macierzy wymiaru m X n o elementach ze zbioru liczb rzeczywistych
oznaczamy symbolem R™*" natomiast dla oznaczenia zbioru macierzy o
elementach ze zbioru liczb zespolonych stosujemy zapis C"*".

Definicja 2: Suma i réznica macierzy

Niech A = (aij)mxn 1 B = (bij)mxn beda macierzami wymiaru m x n.

1. Suma macierzy A i B (ozn. (A + B) nazywamy macierz C' = (¢ij)mxn
taka, ze kazdy element macierzy C' jest suma odpowiednich elementéw
macierzy A i B tj. dla kazdej pary (ij), gdzie 1 <i<m, 1< j<n
zachodzi 16Wnosc¢ c;; = a;; + b;.

2. Réznicq macierzy A i B (ozn. A— B) nazywamy macierz C' = (¢;j)mxn
taka, ze kazdy element macierzy C' jest réznica odpowiednich elementéw
macierzy A i B tj. dla kazdej pary (ij), gdzie 1 <i<m, 1< j<n
zachodzi 16wnosc¢ c;; = a;; — bjj.
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Wprost z definicji wynika, ze dodawaé¢ i odejmowaé¢ mozemy tylko macierze
takich samych wymiarow.

Przyktad 1
5 0 —1 6 2 3
Rozwazmy macierze Ai BpostaciA=| -2 0 3 1|, B=|1 0
1 2 —-10 3 -1 —
Woéwezas
50 —1 6 2 3 15 73 0 11
A+B=|-20 31|+ 1 0 O0O0O]=(-10 3 1],
1 2 -1 0 3 -1 -1 0 4 1 =2 0
natomiast
5 0 —1 6 2 3 15 3 -3 -2 1
A-B=(-20 3 1|-]1 0 O0O0O|=-3 0 31
1 2 —-10 3 -1 -1 0 -2 3 00

Ponizej podaje przyktad powyzszych obliczen za pomoca wolframalpha.com,
https://www.wolframalpha.com/input/?i=%7B%7B5,0,-1,6%7D,%7B-2,0,
3,1%7D,%7B1,2,-1,0%7D%7D%2B%7B%7B2,3,1,5%7D,%7B1,1,0,0%7D, %7B3,
-1,-1,0%7D%7D
https://www.wolframalpha.com/input/?i=77B%7B5,0,-1,6%7D,%7B-2,0,
3,1%7D,%7B1,2,-1,0%7D%7D-%7B%7B2,3,1,5%47D,%7B1,1,0,0%7D, %7B3,-1,
-1,0%7D%7D

Definicja 3: Mnozenie macierzy przez liczbe

Niech a bedzie liczbg rzeczywista lub zespolona i niech A = (a;;)mxn. Iloczy-
nem macierzy A i liczby «, oznaczanym symbolem aA, nazywamy macierz
wymiaru m X n, ktorej elementy sg réwne « - a;;.

Przyktad 2:
10 2 -3 0 —6
3. 12 -1 | -3 -6 3
-1 3 2| 3 -9 —6
01 3 0 -3 -9

Obliczenia za pomoca wolframalpha.com, https://www.wolframalpha. com/
input/?i=-3%%,7B}7B1,0,2%7D,%7B1,2,-1%7D,%7B-1,3,2%7D, %7B0, 1, 3%7D%
7D

Twierdzenie 1: Wlasnosci dodawania macierzy i mnozenia macierzy
przez liczbe

Niech A, B, C beda macierzami tego samego wymiaru. Zachodza nastepujace
wtasnosci:

S O Ot
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1. Dodawanie macierzy jest przemienne i taczne tj. A+ B = B + A oraz
(A+B)+C=A+(B+C);

2. Macierz zerowa jest elementem neutralnym dodawania tj. A + QO =
0O+ A=A,

3. Dla macierzy A macierz — A, okreslona jako —A = —1- A, jest elemen-
tem przeciwnym do A tj. A+ (—A) = O;

4. Mnozenie macierzy przez liczbe jest rozdzielne wzgledem dodawania
macierzy tj. zachodzi a- (A+ B) =a- A+ a- B;

5. Mnozenie macierzy przez liczbe jest taczne tj. a- (6 A) = (a- ) - A.

Definicja 4: Iloczyn macierzy przez macierz

Rozwazmy macierz A = (a;;) wymiaru m x k oraz macierz B = (b;;) wymiaru
k xn.

Iloczynem macierzy A i B (ozn. A - B) nazywamy macierz C' = (c¢;5)
wymiaru m X n, ktorej element c;; jest okreslony wzorem

k
(2) Cij = Z aisbsj7
s=1

dlai=1,....m,7=1,...,n.

Zgodnie z definicjg iloczyn macierzy A- B jest okreslony wtedy i tylko wtedy,
gdy liczba kolumn macierzy A jest réwna liczbie wierszy macierzy B. Otrzy-
mana macierz A - B ma tyle wierszy, co macierz A i tyle kolumn, co macierz
B. Mnozac macierze trzeba pamietac, ze dziatanie to nie jest przemienne.
Przyktad 3:

Wykonajmy mnozenie

1
12 3|2 |=01-1+2-2+3-3)=(14).
3

Mnozac macierz wymiaru 1 x 3 przez macierz wymiaru 3 x 1 otrzymaliSmy
macierz wymiaru 1 x 1. Wymnozmy teraz

1 12 3
2 1-1 2 3)=|2 46
3 36 9

Mnozac macierz wymiaru 3 X 1 przez macierz wymiaru 1 X 3 otrzymaliSmy
macierz wymiaru 3 X 3.



Do mnozenia macierzy wygodnie jest stosowa¢ nastepujacy schemat, zwany
schematem Falka, polegajacy na odpowiednim utozeniu mnozonych macie-
rzy. Mnozgc mianowicie macierz A przez macierz B zapisujemy obie macierze

w tabeli nastepujaco
B
A 9

przy czym symbolem C oznaczamy, jak w definicji, iloczyn A - B. Nastep-
nie mnozymy kolejne elementy pierwszego wiersza macierzy A przez kolejne
elementy pierwszej kolumny macierzy B, otrzymane iloczyny sumujemy i za-
pisujemy wynik w lewym goérnym rogu pola oznaczonego jako C| tj. w miej-
scu elementu c;;. Podobnie mnozymy kolejne elementy pierwszego wiersza
macierzy A przez kolejne elementy drugiej kolumny macierzy B, sumujemy
otrzymane iloczyny i zapisujemy wynik w miejscu elementu ¢y itd.
Przyktad 4:

L 10 i 1-i
Niech A = | | ),B=| 2 33-i 0 | Mamy:
4 7 1—1 .
-1 - 2 1
10 i1
2 3 3 0
-1 =i 2 1

i1 0 142 3 2—4 141

4 7 1—14 17+4 20—4¢ 23—5i 5—5i )
Przyktadowo, aby wyliczy¢ warto$é¢ elementu znajdujacego sie w pierwszym
wierszu i drugiej kolumnie macierzy A- B wykonujemy dziatania -0+ 1-3+
0-(—i)=3.
Obliczenia za pomoca wolframalpha.com, https://www.wolframalpha.com/
input/?i=%7B},7Bi,1,0%7D,%7B4,7,1-1%7D}%7D.%7B}%7B1,0,1i,1-1i%7D, %7B2,
3,3-1,0%7D,%7B-1,-1,2,1%7D%7D

Twierdzenie 2: Wtasno$ci iloczynu macierzy Niech A, B, C' beda macie-
rzami. Jezeli poszczegolne dziatania sg wykonalne, to zachodza nastepujace
wtasnosci:

l.a-(A-B)=(a-A)-B=A-(a-B);
2. A-(B+C)=A-B+A-C;
3. A-(B-C)=(A-B)-C.


https://www.wolframalpha.com/input/?i=%7B%7Bi,1,0%7D,%7B4,7,1-i%7D%7D.%7B%7B1,0,i,1-i%7D,%7B2,3,3-i,0%7D,%7B-1,-i,2,1%7D%7D
https://www.wolframalpha.com/input/?i=%7B%7Bi,1,0%7D,%7B4,7,1-i%7D%7D.%7B%7B1,0,i,1-i%7D,%7B2,3,3-i,0%7D,%7B-1,-i,2,1%7D%7D
https://www.wolframalpha.com/input/?i=%7B%7Bi,1,0%7D,%7B4,7,1-i%7D%7D.%7B%7B1,0,i,1-i%7D,%7B2,3,3-i,0%7D,%7B-1,-i,2,1%7D%7D

2 Szczegdblne typy macierzy

Definicja 1: Macierz zerowa Macierz, ktérej wszystkie elementy sg rowne
zero, nazywamy macierza zerowa. Macierz zerowa oznaczamy symbolem
0.

Definicja 2: Macierz kwadratowa, gléwna przekagtna

1. Jezeli liczba wierszy macierzy jest roéwna liczbie jej kolumn, to mowi-
my, ze dana macierz jest kwadratowa. Jezeli liczba wierszy i kolumn
macierzy jest rowna n, to wowczas mowimy, ze macierz jest stopnia n.

2. Glé6wna przekatng macierzy kwadratowej A = (a;;) stopnia n nazy-
wamy zbiér elementéw, dla ktérych numer wiersza i numer kolumny sa
réwne, tj. zbiér elementéw {ai1, aze, ..., Gpn}-

Definicja 3: Macierz tréjkatna gérna, macierz tréjkatna dolna

1. Macierzg tréjkatng gérnag nazywamy macierz kwadratowa, ktorej
wszystkie elementy lezace pod gtéwng przekatng sa rowne zero.

2. Macierza tréjkatna dolng nazywamy macierz kwadratows, ktorej
wszystkie elementy lezace nad gtéwna przekatna sa réwne zero.

1 0 ¢ 2
Przykltad 1: Rozwazmy macierz A = 0 2 3 L
0 0 — 0
0 0 0 ¢

Gléwna przekatna powyzszej macierzy stanowi zbiér elementéw {1, 24, —i,i}.
Poniewaz wszystkie elementy lezace pod gtéwna przekatna sa réwne zero,
zatem mamy do czynienia z macierza trojkatnag gorna.

Definicja 4: Macierz diagonalna Macierzg diagonalng nazywamy ma-
cierz kwadratowsa, ktorej wszystkie elementy lezace poza gtéwna przekatna
sg réwne zero.

Definicja 5: Macierz jednostkowa Macierzg jednostkowg nazywamy
macierz diagonalna, ktorej wszystkie elementy lezace na gtownej przekatne;j
sg réwne 1.

Macierz jednostkows stopnia n oznaczamy symbolem [,,. Czasami, jezeli nie
ma watpliwosci co do wymiaru danej macierzy jednostkowej, pomijamy dolny
indeks piszac po prostu 1.

Przyktad 2:

Macierz jednostkowa stopnia 3 jest postaci I3 =

O O =
O = O
_ o O



Definicja 6: Macierz transponowana Jezeli A = (a;;) jest macierza wy-
miaru m X n to macierzg transponowang do A lub transpozycja A
nazywamy macierz A7 = (ag;-) wymiaru n X m, ktorej elementy wyrazajg sie
wzorem ag; = ajj.

7 definicji wynika, ze macierz transponowana powstaje z macierzy wyjsciowej
poprzez zapisanie kolejno poszczegélnych wierszy macierzy A jako kolejne

kolumny macierzy A7,

Przyktad 3:
1 2 —1
. 0 1 6
Dla macierzy A = 1 3 9
0 -3 2
1 0 —1 0
macierz transponowana A7 jest postaci AT = 21 3 -3
-1 6 2 2

Twierdzenie 1: WlasnoSci transpozycji
Zachodza nastepujace wlasnosci:

1. (A+B)" = A" + B”;

2.

(
(

3. (AT)T = A,
4. (
(

d.

gdzie r € N, « jest dowolng liczba rzeczywista lub zespolong, za$ wymiary
macierzy A i B dla poszczegdlnych wlasnosci sa takie, aby rozwazane dzia-
tania byty wykonalne.

Definicja 7: Macierz symetryczna i macierz antysymetryczna

1. Macierz kwadratowa A nazywamy symetryczna, jezeli jest rOwna swo-
jej macierzy transponowanej, tj. zachodzi warunek A = AT,

2. Macierz kwadratowa A nazywamy antysymetryczng, jezeli AT =
—A.

7 definicji wynika, ze macierz kwadratowa jest symetryczna wtedy i tylko
wtedy, gdy jej elementy lezace symetrycznie wzgledem gtéwnej przekatnej sa
sobie réwne. Z kolei macierz kwadratowa jest antysymetryczna wtedy i tylko
wtedy, gdy jej elementy lezace symetrycznie wzgledem gltownej przekatnej



sg liczbami wzajemnie przeciwnymi, zas elementy na gtownej przekatnej sa
rowne 0.

Przyktad 4:
1 2 0 -1 2
2 -1 1 3 5
Macierz o 1 0 2 -1
-1 3 2 5 0
2 5 -1 0 3
00 2
jest symetryczna, z kolei macierz 00 —1
-2 1 0

jest antysymetryczna.

3 Wyznacznik macierzy - definicja i wlasno-

Sci

Definicja 1: Definicja wyznacznika 7Z kazdg macierzg kwadratowg A
zwiazana jest liczba (rzeczywista lub zespolona) nazywana wyznacznikiem
macierzy A , oznaczana symbolem detA . Wyznacznik definiujemy induk-
cyjnie, w nast¢pujacy sposob:

1. jezeli macierz A = (aj1) jest stopnia 1, to detA = aqy;:

2. jezeli macierz A = (a;;) jest stopnia n, gdzie nj1, to

ayr a1 ... Qip
21 Q29 ... Q4Agp n .
detA = det . = Z(—l)”laﬂdetflﬂ,
Ce N . e i=1
Ap1 Ap2 ... QApp

gdzie A;; oznacza podmacierz stopnia n — 1 otrzymang z macierzy A poprzez
skreslenie i-tego wiersza oraz pierwszej kolumny.

Wyznacznik macierzy bedziemy réwniez oznaczaé, stosujac nastepujacy za-
pis:

ai; a2 ... QAip

21 A292 ... QA9pn
detA =

Ap1 Ap2 ... Qpp

Warto zapamigtaé, ze wyznaczniki liczymy tylko dla macierzy kwadrato-
wych.



Przyktad 1:

Zgodnie z definicja, wyznacznikiem macierzy sktadajacej si¢ z jednego ele-
mentu jest warto$¢ tego elementu, tj. det(7) =7 | — 27| = —27.

Przyktad 2:

Obliczmy wyznacznik macierzy stopnia 2. Niech zatem A = ( :23 _; ) :

2 -1

Zgodnie z definicjg obliczamy detA = det ( 3 9

(—1)21.3. (1) =T.

) = (-D)H*t.2.2+

Przyktlad 3:
Zajmijmy sie nastepnie obliczeniem wyznacznika macierzy stopnia 3. Mamy
230
dang macierz A= —1 1 1
320
230
Mamy: detA = det [ —1 1 1 | = (=D .2 detA;; + (=1)* - (=1) -
320

detA21 -+ (—1)3+1 -3 A31.
Obliczamy: detA;; = det (

O =

1 30
9 = —2, detdy; = det(2 O) = 0,

3 0
detA312d8t<1 1>:3,

skad ostatecznie detA = (—1)%-2- (=2) + (=1)*-(=1) -0+ (=1)*-3-3 =
—4+9=05.

Twierdzenie 1: Wlasnosci wyznacznika macierzy Niech A bedzie ma-
cierzg kwadratowa.

1. Jezeli macierz A zawiera wiersz (kolumne) sktadajaca sie z samych zer,
to detA = 0;

2. Jezeli zamienimy miejscami dwa wiersze (kolumny) macierzy A, to wy-
znacznik zmieni znak na przeciwny;

3. Jezeli macierz A zawiera dwa jednakowe wiersze (kolumny), to detA =
0;

4. Jezeli do kazdego z elementéw pewnego wiersza (kolumny) macierzy A
dodamy pomnozone przez t¢ samg liczbe odpowiednie elementy innego
wiersza (kolumny) tej macierzy (tj. dodajemy elementy lezace w tych
samych kolumnach (wierszach)), to wyznacznik macierzy A nie zmieni



sie. Ogodlnie, wyznacznik macierzy A nie zmieni sig, jezeli do pewne-
go wiersza (kolumny) tej macierzy dodamy kombinacje liniowa innych
wierszy (kolumn) macierzy A;

5. Jezeli wszystkie elementy pewnego wiersza (kolumny) macierzy A po-
mnozymy przez liczbe «, to wyznacznik otrzymanej macierzy bedzie
rowny « - detA;

6. Transpozycja macierzy A nie zmienia jej wyznacznika, tj. detA = det AT
7. Jezeli macierze A i B sa tych samych stopni, to

det(A- B) = detA-detB (prawo Cauchy’ego).

Przyktad 4:
1 23 45
0 23 45
Obliczmy wyznacznik macierzy A= 0 0 3 4 5
00045
00005
2 3 45
141 0 3 45
Mamy: detA = (—1)'* . 1-det 00 4 5),
0005
3 45
skad detA = (=1)1. 1. (=1)?"2.2.det | 0 4 5 | =
00 5
: . — 4 5
i dalej analogicznie ... = (—1)"!1.1.(=1)?"2.2. (- 1)3+3 3-de t 0 5 ) =
(_1)1+1 .1 (_1)2-1—2 .9 (_1)3+3 .3 (_1)4+4 -4 ( 1 5+5
123 45
0 23 45
skad ostatecznie otrzymujemy det | 0 0 3 4 5 [=1-2-3-4-5=120.
000 45
00005

Powyzszy przyktad ilustruje nastepujace

Twierdzenie 2: Wyznacznik macierzy tréjkatnej Wyznacznik macierzy
trojkatnej réwny jest iloczynowi wyrazéw lezacych na gtéwnej przekatne;j.
Jest to podstawowy fakt z teorii macierzy, wyznacznikow i uktadow réownan
liniowych. Stanowi on podstawe dla tzw. metody Gaussa.

9



Wyznaczniki macierzy stopni 2 i 3

Obliczajac wyznaczniki macierzy stopni 2 i 3 mozemy, tak jak w przypad-
ku wyznacznikéw wszystkich innych stopni, zastosowac rozwiniecie Laplace’a
wzgledem dowolnie wybranego wiersza lub kolumny macierzy, jednak w przy-
padku tych dwbch szczegdlnych stopni istnieja prostsze metody obliczania
wyznacznikow.

Do obliczania wyznacznikéw macierzy stopnia 2 stosujemy regute:

det @11 Q12 |
€ = a1 - Q22 — Q12 - A21.
ag1 A22

Przyktad 1:
Obliczymy wyznacznik: det ( Zl% :? > =1-(-1)—(-2)-3=—-1—-(-6) =
—-1+4+6=25.

Do obliczania wyznacznikéw macierzy stopnia 3 stosuje sie tzw. metode
Sarrusa, ktora polega na dopisaniu pod macierza pierwszego i drugiego wier-
sza, a nastepnie obliczeniu sum iloczynéw elementow wzdtuz linii kropkowa-
nych i odjeciu sum iloczynéw elementéw wzdhuz linii ciggtych:

Trzeba przy tym zapamietac, ze metode Sarrusa stosujemy tylko do oblicza-
nia wyznacznikow macierzy stopnia 3.

Przyktad 2: Obliczymy wyznacznik macierzy

i 1 =2
A= 0 2 —i
3 —1 -1
Zastosujemy omowiong wyzej metode Sarrusa. Mamy:
7 1 =2
detA=det| 0 2 —i | =(@-2-(=1)+0-(=0)-(=2)+3-1-(—0))—
3 —1 —1
71 =2
0 2 —i

—((=2)-2-34+ (=) - (=) -i+0-1-(—1)) =12 — 4.

Alternatywng wersja metody Sarrusa jest dopisanie do macierzy, ktorej wy-
znacznik nalezy wyliczy¢, zamiast pierwszego i drugiego wiersza, pierwszej i
drugiej kolumny danej macierzy. Dalej metoda postepowania jest analogicz-
na.

10



Przyktad 3:

Obliczymy wyznacznik macierzy

2 -6 3
B=] -1 0 4
1 5 =2

Mamy:
2 -6 3 2 —6
detB =det | —1 0 4 -1 0 =
5 —2 1 5

=(2:0-(—2)+(—6)-4-14+3-(=1)-5)—(3:0-1+2-4-54(—=6)-(—1)-(=2)) =
= (—24 —15) — (40 — 12) = —67.

Definicja 1: Dopelnienie algebraiczne

Niech A = (a;;) bedzie macierzg kwadratows stopnia n, gdzie n > 2. Niech
A;; bedzie podmacierza stopnia n — 1 powstaly z macierzy A poprzez skre-
$lenie i-tego wiersza i j-tej kolumny. Liczbe D;; = (—1)"detA,;

nazywamy dopelnieniem algebraicznym elementu a;; macierzy A.

Przyktad 1:

-1 2 13
Niech A bedzie macierzg stopnia 3 postaci A = 2 0 -3
11 4
Obliczymy dopelnienie algebraiczne elementu ass. Skreslamy zatem drugi
—1
wiersz i trzecig kolumne macierzy A, otrzymujac macierz Az = 1 ? ) .

Wyznacznik macierzy Ass jest rowny —3, zatem dopelnienie algebraiczne
elementu as3 wynosi Doz = (—1)*73 . (=3) = 3.

Twierdzenie 1: Rozwinigcia Laplace’a wyznacznika. Niech A = (a;;)
bedzie macierza stopnia n, gdzie n > 2.

1. Dla dowolnej, ustalonej liczby %, gdzie 1 < ¢ < n, wyznacznik macie-
rzy A jest rowny detA = Y7, aj Dy Powyzsza rownosé nazywamy
rozwinieciem Laplace’a wzgledem i:-tego wiersza.

2. Dla dowolnej, ustalonej liczby j, gdzie 1 < j < n, wyznacznik macie-
rzy A jest rowny detA = Y7}, ax;Dyj. Powyzsza réwnosé nazywamy
rozwinieciem Laplace’a wzgledem j-tej kolumny.
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Warto zwroci¢ uwage, ze zgodnie z powyzszym twierdzeniem, wyznacznik
macierzy jest rowny rozwinieciu Laplace’a wzgledem dowolnie wybranego
wiersza badz kolumny macierzy, podczas gdy definicja indukcyjna nakazu-
je wykonaé¢ rozwiniecie wzgledem konkretnej (w tym przypadku pierwszej)
kolumny macierzy.

Przyktad 2:
1 -2 0 3
. . . -1 4 1 =2
Obliczymy wyznacznik macierzy A = 5 _1 0 3
-2 1 2 0

Zauwazmy, ze w trzeciej kolumnie macierzy mamy dwa zera, zatem wygodnie
bedzie oblicza¢ wyznacznik, wykorzystujac rozwiniecie Laplace’a wzgledem
tej wtasnie kolumny.

1 -2 3
detA:0-D13+1-D23+O~D33+2~D43:0+1~(—1)2+3- 2 —1 3 +
—2 1 0
1 -2 3
0+2-(-1)***. | =1 4 —2|=—(0+6+12—(64+3+0))—2-(12+3+
2 —1 3
8— (24+2+6)==—(18-9)—2-(23—32) = —9+18 =0,

Niejednokrotnie przy obliczaniu wyznacznika wygodnie jest dang macierz
przeksztalcié, stosujac operacje nie majace wptywu na jej wyznacznik .

1 -1 3 -2

' ' . 2 -3 1 —4

Przyktad 3: Obliczymy wyznacznik macierzy A = 9 5 _¢ 3
3 2 -1 1

Latwo zauwazy¢, ze mnozac pierwszy wiersz przez —2, a nastepnie dodajac
go do drugiego wiersza, otrzymamy w drugim wierszu dwa zera, co znacznie
uprosci rachunki. Mamy zatem:

1 -1 3 —2 w, — w, 1 -1 3 -2
2 -3 I 4| |wy — wy—2w; 0 -1 -5 0
-2 5 —6 3| |wy — ws | -2 5 —6 3
3 2 —1 1 wy — Wy 3 2 —1 1

Stosujemy nastepnie rozwinigcie Laplace’a wzgledem drugiego wiersza, otrzy-
mujac

1 3 2 1 1 2
detA = (=1)-| =2 =6 —3 [+(=5)-| =2 —5 —3|=—1-(—6—4427—
-3 1 1 -3 2 1

(36—-3—-6))—5-(=5—84+9— (30— 6 —2)) = 140.
Obliczanie wyznacznika za pomocg wolframalpha.com,
https://www.wolframalpha.com/input/?i=det (%7B%7B1,-1,3,-2J7D, %7B2,
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https://www.wolframalpha.com/input/?i=det(%7B%7B1,-1,3,-2%7D,%7B2,-3,1,-4%7D,%7B-2,5,-6,3%7D,%7B3,2,-1,1%7D%7D)
https://www.wolframalpha.com/input/?i=det(%7B%7B1,-1,3,-2%7D,%7B2,-3,1,-4%7D,%7B-2,5,-6,3%7D,%7B3,2,-1,1%7D%7D)

-3,1,-4%7D,%7B-2,5,-6,3%7D, %7B3,2,-1, 1%7D%7D)

4 Macierz odwrotna

Definicja 1: Macierz odwrotna Niech A bedzie macierzg kwadratows
stopnia n. Jezeli istnieje macierz A~! taka, ze spelnione sg warunki A- A1 =
AN A=1,,

to méwimy, ze macierz A jest odwracalna, a macierz A~! nazywamy ma-
cierza odwrotng do A (lub odwrotnoscig A ).

Warto zapamietac¢, ze macierz odwrotna moze istnie¢ tylko dla macierzy
kwadratowej, jednakze nie kazda macierz kwadratowa ma swojg macierz od-
wrotng.

Wprost z definicji wynika rowniez, ze macierz odwrotna do macierzy kwa-
dratowej stopnia n takze jest macierza kwadratowa stopnia n.
Twierdzenie 1: O jedyno$ci macierzy odwrotnej Dowolna macierz kwa-
dratowa moze mie¢ co najwyzej jedng macierz odwrotna, tj. jezeli dla danej
macierzy istnieje macierz odwrotna, to jest ona okreslona jednoznacznie.
Twierdzenie 2: Wlasnosci macierzy odwrotnej Niech A i Bbeda ma-
cierzami odwracalnymi tego samego stopnia i niech o bedzie liczba rézna od
zera. Wowcezas macierze (A™1, AT, A- B, a - A sa réwniez odwracalne oraz
zachodza nastepujace wlasnosci:

1. det(A™!) = (detA)~;
2. (A-B)~'= B'. A

(
3. (AH)~ = A;
L (AT) = (AT
5. (a-A)yt=1.4"1

Definicja 2: Macierz osobliwa i nieosobliwa Macierz kwadratowa A ta-
ka, ze det A # 0 nazywamy macierza nieosobliwg. W przeciwnym wypadku
A nazywamy macierza osobliwa.

Twierdzenie 3: O odwracalno$ci macierzy Macierz kwadratowa jest
odwracalna wtedy i tylko wtedy, gdy jest nieosobliwa.

Podamy teraz ogdélny wzor na posta¢ macierzy odwrotnej. W tym celu, w
pierwszej kolejnosci sformutujemy pojecia dopelienia algebraicznego ele-
mentu macierzy oraz macierzy dopetnien algebraicznych.
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Definicja 3: Dopelnienie algebraiczne elementu macierzy Niech A =
(a;;) bedzie macierza stopnia n, gdzie n > 2. Niech A;; bedzie podmacierza
powstalta z A poprzez skredlenie i-tego wiersza i j-tej kolumny. Liczbe D;; =
(—1)"*detA;;

nazywamy dopelnieniem algebraicznym elementu a;; macierzy A.
Przyktad 2:

2 3 0 -1

. . . 3 =2 1 2
Rozwazmy macierz A postaci A = 1 19 —1
-1 01 2

Wyliczymy dopelnienie algebraiczne elementu aq;. Skreslajac z macierzy A
wiersz o numerze ¢ = 1 i kolumne o numerze j = 1 otrzymujemy podmacierz

-2 1 2
All - 1 2 —]_ y
01 2

ktorej wyznacznik detAj; jest réwny —10. Zatem dopelnieniem algebraicz-
nym elementu a1y jest Dy = (—1)detA;; = —10.
Definicja 4: Macierz dopelnien algebraicznych

Macierz
AD _ D21 D22 Ce DQn
D,y D,s ... D,,

gdzie D;; oznaczaja dopelnienia algebraiczne elementéw a,; macierzy A, na-
zywamy macierzg dopelnien algebraicznych macierzy A.

Twierdzenie 4: Posta¢ macierzy odwrotnej Jezeli macierz A = (a;;)
stopnia 7 jest nieosobliwa (jest odwracalna), to macierz do niej odwrotna

A7t wyraza sie wzorem A~! = ﬁ(AD)T.
1 -3 -1
Przyktad 3: Wyliczymy macierz odwrotng do macierzy A = | 2 —2 1
0 0 -3

Wyznacznik macierzy A jest rowny —12, zatem na mocy twierdzenia O od-
wracalno$ci macierzy, macierz odwrotna do macierzy A istnieje. Obliczamy
macierz dopelien macierzy A:

-2 1 2 1 2 =2
(_1)1+1 (_1)1+2 (_1)1+3
0 -3 0 -3 0 0
-3 -1 1 -1 0 -3
D __ _1)\2+1 _1\242 _1\243
-3 —1 1 -1 1 -3
_1\3+1 _1)\3+2 _1)3+3

skad, po wykonaniu rachunkow, mamy:
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6 6 0

AP = -9 -3 0
-5 =3 4
Aby wyliczy¢ macierz A~! odwrotng do macierzy A musimy teraz transpo-
6 —9 -5
nowa¢ macierz dopehien. Mamy: (AP)T =| 6 -3 -3
0 0 4
Na koniec (AP)T dzielimy przez wyznacznik (réwny —12 ), otrzymujac
6 -9 =5
-1 _ _ 1
A'l=—%16 -3 -3
0 0 4

Jesli chcemy sie upewnié, czy nie nie ma btedu w naszych stosunkowo zmud-
nych obliczeniach, mozemy je sprawdzi¢, korzystajac z przynajmniej jednego
warunku definicji macierzy odwrotnej. I tak:

1 -3 -1 6 -9 —5 100
AAt=(2 =2 1| (=%)[6 -3 -=3]=[010
0 0 -3 0 0 4 00 1

Podobnie mozna sprawdzi¢, ze réwniez A~!- A = I, a zatem nasze obliczenia
S§ poprawne.

Obliczanie macierzy odwrotnej za pomoca wolframalpha.com,
https://www.wolframalpha.com/input/?i=inverse (%7B%7B1,-1,3,-2}7D,
%7B2,-3,1,-4%7D,%7B-2,5,-6,3%47D, %7B3,2,-1,1%47D}%7D)

5 Rzad macierzy

Definicja 1: Minor macierzy Niech A bedzie dowolng macierzg wymiaru
m X n i niech k bedzie liczba naturalng mniejszg lub rowna od mniejszej z
liczb m, n. Minorem stopnia k macierzy A nazywamy wyznacznik utworzo-
ny z elementéw tej macierzy stojacych na przecigciu dowolnie wybranych &
wierszy i k kolumn.

— s W

4
1
2

- N

1

Przyktad 1: Niech macierz A bedzie postaci A = ;23
4 1 2 3

Kazdy z elementéw macierzy A jest jej minorem stopnia 1. Obliczymy przy-
ktadowy minor stopnia 2 macierzy A. Wybieramy zatem dwa dowolne wiersze
i dwie dowolne kolumny, niech beda to wiersze o numerach 1 i 3 oraz kolumny
o numerach 2 i 4, a nastepnie obliczamy wyznacznik utworzony z elementow
stojacych na przecieciach wybranych wierszy i kolumn. W naszym przypadku
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2 4
4 2
Zauwazmy, ze chcac obliczy¢ minor stopnia 4, do utworzenia go musimy
wykorzystaé¢ wszystkie cztery wiersze i cztery kolumny macierzy A. Wo-

bec tego jedynym minorem stopnia 4 naszej macierzy jest jej wyznacznik
1 2 3 4

4

1

bedzie to wyznacznik =4—-16=—12.

detA = = —36.

3 1

4 2
4 1 2 3

Warto zauwazy¢, ze dowolna macierz kwadratowa stopnia n ma doktadnie

jeden minor stopnia n. Jest nim mianowicie jej wyznacznik.

W N

(G G)
. . . a1 Q22
Przyktad 2: Rozwazmy macierz A postaci A =
asy a3z
Q41 Q42

Kazda z liczb det(a;;) jest minorem stopnia 1, zatem rozwazana macierz A
ma ich 8. Minorami stopnia 2 sa:

11  Aaig 11 Ai2 ajp a2 21 a22 G21 (22 a3; a3z
a21 Q22 a3; a3z ay1 Q42 asp as2 Q41 Q42 A41 Q42
Poniewaz macierz A jest wymiaru 4 x 2 wigec nie moze mie¢ minoréw stopnia
wigkszego od 2.

Definicja 2: Rzad macierzy

Rzedem dowolnej macierzy A nazywamy taka liczbe naturalna r, ze z ma-
cierzy A mozna wybra¢ przynajmniej jeden niezerowy minor stopnia 7, nato-
miast wszystkie minory stopni wickszych od r, jesli takie istnieja, sa rowne
ZEro.

Rzad macierzy A oznaczamy symbolem rz(A) lub rank(A). Warto zanotowad,
ze dla dowolnej niezerowej macierzy A zachodzi rz(A) > 1. Wynika to z faktu,
ze kazdy niezerowy element macierzy A jest jednoczesnie jej minorem stopnia
1. Z kolei dla macierzy zerowej dowolnego wymiaru przyjmujemy, ze jej rzad
jest réwny zero.

2 -1 5
Przyktad 3: Wyznaczmy rzad macierzy A= | 2 4 6
4 3 11

Poniewaz macierz A jest wymiaru 3 x 3, zatem jej rzad jest co najwyzej rowny
3. Ponadto, skoro jest to macierz kwadratowa, to jedynym minorem stopnia

2 -1 5
3 jest jej wyznacznik. Obliczamy zatem: | 2 4 6 | =0,
4 3 11

wobec czego 1z(A) < 3. Szukamy nastepnie niezerowego minora stopnia 2.
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-1
2 4
Rzad macierzy A jest wobec tego rowny 2.
Twierdzenie 1: Wlasnosci rzedu macierzy

Takim minorem jest na przyktad | ‘ = 10.

1. Jezeli A jest macierza kwadratowa nieosobliwa (tj. detA # 0), to rzad
A jest réwny jej stopniowi; w szczegdlnosei 1z(A™1) = rz( A);

2. Dla dowolnej macierzy A zachodzi rz(AT) = rz(A).

Definicja 3: Przeksztalcenia elementarne Niech A bedzie dowolng ma-
cierza. Przeksztalceniami elementarnymi nazywamy nast¢pujace opera-
cje na macierzy A:

1. Przestawienie dwéch wierszy (kolumn);
2. Pomnozenie wiersza (kolumny) przez stata r6zna od zera;

3. Dodanie do wiersza (kolumny) innych wierszy (kolumn) pomnozonych
przez dowolne state.

Twierdzenie 2: Przeksztalcenia elementarne nie zmieniaja rzedu macierzy.
Wykonujac przeksztalcenia elementarne macierzy bedziemy uzywaé pewnych
specjalnych oznaczen. Mianowicie zapis w; — o - w; 1

bedzie oznaczaé, ze po przeksztatceniu w miejsce wiersza w; wpiszemy wiersz
w;+1 pomnozony przez «. Analogicznie, zapis k; — o -k + 3 - ky,

bedzie oznaczal, ze w miejsce kolumny k; wpiszemy a-k;+ 3-k,,. Przyktadowe
przeksztatcenie moze wyglada¢ nastepujaco:

apn a2 13 wy — 2-ws 2. a3 2-az 2-as3
Q21 Q22 A23 — | W2 — W2 - a1 22 @23
a3; az2 a3s3 w3 — W2 — Wy Q21 — Q11 Q22 — Q12 A23 — A13

Definicja 4: Macierz schodkowa Macierza schodkowa (lub uogdélnio-
na macierza tréjkatna) nazywamy taka macierz, w ktorej pierwsze nieze-
rowe elementy w kolejnych niezerowych wierszach znajduja sie w kolumnach
o rosngcych numerach tj. jezeli a;; # 0 i dla kazdego k < j a;; = 0, to
ag+1)s = 0 dla s < j.

Przyklad 4: Przyjrzyjmy si¢ macierzom:

A=|l012012|,B= C =
00000 2 0000 0001
0001 0001

Macierze A i B sa macierzami schodkowymi, natomiast w macierzy C' w
kolejnych trzecim i czwartym wierszu pierwsze niezerowe elementy lezg w ko-
lumnie o tym samym numerze, zatem macierz C' nie jest macierzg schodkows.
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Twierdzenie 3: Rzad macierzy schodkowej Rzad macierzy schodkowe;j
jest réwny liczbie jej niezerowych wierszy (czyli liczbie schodkéw).

4 6 2
. 3 1 4
Przyktad 5: Wyznaczmy rzad macierzy A = 1 —2 3
2 5 1
Przeksztatcamy macierz do postaci schodkowej:
4 6 2 w; —  Ws 1 -2 3 w; — W
3 1 4 | we —mowe 3 1 4 ) Wy — Wy — 3w
1 -2 3 wy — Wi 4 6 2 wy — — 4wy
2 5 1 Wy — Wy 2 5 1 w4 — Wy — 2w
1 -2 3 w; — W 1 -2
0 7 =5 v —we ( 0 7 —5
0 14 -10 w3y — Wz — 2Wo 0
0 9 =5 wy — Twy — Ywe

Poniewaz zamiana wierszy nie wptywa na rzad mamerzy, zatem otrzymana
macierz mozemy zapisaé jako

1 -2 3
0 7 =5
0o 0 10 |’
0o 0 0

wobec czego rzad macierzy A jest roéwny 3.

Obliczanie macierzy odwrotnej za pomoca wolframalpha.com,
https://www.wolframalpha.com/input/?i=rank}7B%7B4,6,2%7D,%7B3,1,
477D, %7B1,-2,3%7D, %7B2,-5,1%7D}%7D

6 Uktady ré6wnan liniowych

Definicja 1: Uklad réwnan liniowych Uktad rownan postaci:

a11T1 + 129 + + - + ATy = bl
(1> a211 + A929T9 + -+ aonLy — b2

Am1T1 + AQpaX2 + - - - + App Ty = bm

nazywamy uktadem m réwnan liniowych o n niewiadomych z, ..., z,.
Liczby rzeczywiste (lub zespolone) a;; oraz b; nazywamy wspoélczynnikami
uktadu.

Definicja 2: Uklad réwnan jednorodny
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Uktad rownan liniowych, dla ktérego b; = 0, dla ¢ = 1,...,m, nazywamy
uktadem jednorodnym.

Uktad réwnan, ktéry nie jest uktadem jednorodnym nazywamy ukladem
niejednorodnym.

Zapis macierzowy uktadu réwnan liniowych

7 uktadem réwnan liniowych mozna powiaza¢ macierz wymiaru m X n

a1 Q12 A1n
Q21  A22 a2

A= " ,
Am1 Am2 ... Omn

nazywang macierzg wspolczynnikéw uktadu réwnan, oraz dwie macie-
rze kolumnowe (ktore, dla utatwienia, nazywaé bedziemy wektorami):

1 by
X2 by

T = , b= :
Ty b,

wektor x nazywany wektorem niewiadomych, wektor b to tzw. wektor
prawej strony. Przy przyjetych oznaczeniach, uktad rownan mozemy zapi-
sa¢ w postaci macierzowej: Ax = b.

Twierdzenie Cramera

W przypadku, gdy liczba réwnan uktadu jest réwna liczbie niewiadomych,
macierz uktadu jest macierza kwadratows. Jezeli dodatkowo jest to macierz
nieosobliwa (czyli kwadratowa o wyznaczniku réznym od zera), wéwczas
uktad rownan nazywamy ukladem Cramera. Rozwigzanie réwnania ma-
cierzowego - a wiec i uktadu - mozna woéwczas wyznaczy¢ wykorzystujac
odwrotnos¢ macierzy uktadu.

Twierdzenie 1: Rozwigzanie ukladu Cramera. Jezeli macierz A jest
kwadratowa i nieosobliwa, to réwnanie Az = b posiada doktadnie jedno roz-
wigzanie; rozwigzaniem tym jest z = A~1b.

Uwaga 1: Rozwiazanie zerowe (z1,...,x,) = (0,...,0) jest rozwiazaniem
kazdego uktadu jednorodnego. Jezeli jednorodny uktad réwnan liniowych jest
uktadem Cramera, to rozwiazanie zerowe (0, ..., 0) jest jego jedynym rozwia-
zaniem.

Przyklad 1: Rozwigzywanie ukladu réwnan liniowych metoda ma-
cierzy odwrotnej
Dla uktadu réwnan
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r+y—z=1
20 +y—22=0

T—y+2z2=2
mamy
1 1 -1 1
A=12 1 =2 oraz b= | 0
1 -1 2 2
Poniewaz det A = —3, zatem rozwazany ukltad réwnan jest uktadem Crame-
ra. Latwo sprawdzié, ze
1 0 1 1
Al=-16 -3 0 |;
3 =2 1

stad, na podstawie twierdzenia Cramera, otrzymujemy

x (0 11 1 2
y |=35|6 30 0= 2
z 3 -2 1 2 2

Oznacza to, ze rozwiazaniem uktadu rownan jest x = %, y=2,z= g
Metoda rozwigzywania uktadu rownan liniowych oparta na twierdzeniu Cra-
mera wymaga znajomosci (lub wyznaczenia) macierzy odwrotnej uktadu. To
praktycznie dyskwalifikuje te metode, gdyz w przypadku ogdélnym nie ist-
nieje algorytm dobrze radzacy sobie z zadaniem odwracania macierzy. Stad
potrzeba metody rozwiazywania uktadéw rownan liniowych nie wymagajacej
znajomosci macierzy odwrotnej. Jedna z takich metod oparta jest na tzw.
wzorach Cramera.

Twierdzenie 2: Wzory Cramera. Jezeli macierz A ukladu réwnan jest
kwadratowa i nieosobliwa, to jedyne rozwiazanie (z1,...,x,) tego uktadu

wyraza sie wzorem:

Y det A

w ktérym macierz A; oznacza macierz powstalyg z macierzy A przez zasta-
pienie jej i-tej kolumny wektorem b.

Przyklad 2: Wzory Cramera

Dla uktadu réwnan rozwazanego w przyktadzie mamy

1 1 -1 11 —1 11 1
A=]0 1 —=2|, A=20 2|, A4a=[2 1 0
2 -1 2 12 2 1 -1 2

Na podstawie wzoréw Cramera otrzymujemy:
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1 1 -1 11 -1 1 1 1
0 1 =2 2 0 =2 2 1 0
2 -1 2 1 2 2 1 -1 2

Przedstawio?;la w przyktadzie metoda rozwiazywania uktadu rownan linio-
wych oparta na wzorach Cramera nie wykorzystuje macierzy odwrotnej ukta-
du. W przypadku uktadéow n réownan liniowych o n niewiadomych wymaga
ona obliczenia n 4+ 1 wyznacznikoéw macierzy stopnia n.

Twierdzenie 3: Kroneckera-Capelliego

Rozwazmy uktad réwnan liniowych postaci (1). Niech U bedzie macierza o
wymiarze m X (n + 1) powstalg z macierzy A wymiaru m x n ukladu przez
dotgczenie do macierzy A dodatkowej kolumny - wektora prawej strony b, tj.

a1 a19 ... QAp bl
U — 921 929 ... Qop b2
Am1 Qm2 -+ Qmn bm

Tak utworzona macierz U nazywamy macierza uzupeilniong uktadu.
Uktad réownan (1) posiada rozwiazanie wtedy i tylko wtedy, gdy rzedy ma-
cierzy A oraz U sg rowne, tj.

zA=rzU.

Ponadto:

o jezelirzA = rzU = n ( n - liczba niewiadomych), to rozwiazanie to
jest jedyne;

e jezeli 1z A = rzU = r < n, to rozwiazan jest nieskonczenie wiele i
zaleza one od n — r parametrow.

7 twierdzenia Kroneckera-Capelliego wynika, ze dla kazdego uktadu rownan
liniowych zachodzi jedna z trzech mozliwosci:

e nie posiada rozwiazan, uktad taki nazywamy ukladem sprzecznym:;

e posiada jedno rozwigzanie, uktad taki nazywamy ukladem oznaczo-
nym ;

e posiada nieskonczenie wiele rozwigzan, uktad taki nazywamy ukladem
nieoznaczonym.
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Przyklad 3: Uklad sprzeczny
Rozwazmy uktad rownan:

r+y+z+w=1
20 —y+ 2z —w= -1
T—2y+z—2w=2

Liczba niewiadomych to n = 4; macierz uzupelniona ma postac

1 1 1 1 1
U=(Ap =] 2 -1 2 —-1| -1
1 -2 1 -2 2

Poniewaz wszystkie minory stopnia trzeciego macierzy A sg zerowe:

1 1 1 1 1 1 11 1 1 1 1
2 -1 2|=(2 -1 —-1|=(2 2 —-1|=]-12 —-1|=0
1 -2 1 1 -2 -2 1 1 =2 -2 1 =2
oraz
; _11 ‘:—35&0, zatem
1 1 1
rz A = 2. Ponadto, poniewaz | 2 —1 —1 | = —12#0,torzU = 3. Oznacza
1 -2 2

to, na podstawie twierdzenia Kroneckera - Capelliego, ze rozwazany uktad
réwnan jest sprzeczny (gdyz rz A # 1z U).

Przyklad 4: Rozwigzywanie uktadu oznaczonego

Rozwazmy uktad czterech rownan liniowych z trzema niewiadomymi

r—y+z=1
—2r—y—z=1
20 —y =2

—x —y—2z=2

Liczba kolumn macierzy uktadu (réwna liczbie niewiadomych) wynosi n = 3;
macierz uzupetniona ma postac

1 -1 1 1
2 —1 —1| 1
U= 2 —1 0 )

-1 -1 -2 2

Jak tatwo sprawdzi¢ det U = 0, zatem rz U < 3, gdyz macierz U nie zawiera
zadnej nieosobliwej podmacierzy wymiaru 4 x 4. Poniewaz w macierzy A
istnieje nieosobliwa podmacierz wymiaru 3 X 3:
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1 -1 1

—2 —1 —1| =5, zatem 1zA = rzU = 3. Z twierdzenia Kroneckera-

2 =1 0
Capelliego wynika wiec, ze rozwazany uktad rownan jest uktadem oznaczo-
nym. Aby znalezé jego rozwigzanie wystarczy rozwigzaé rownowazny wyj-
sciowemu uktad Cramera, powstaly z wyjsciowego uktadu przez odrzucenie
czwartego rownania (réwnanie to odpowiada temu wierszowi macierzy A, kt6-
ry nie wystepuje w nieosobliwej podmacierzy decydujacej o réwnosci rzedow

r—y+z=1
macierzy Aoraz U): { —2x —y—2z=1 . Na podstawie wzoréw Cramera
20 —y =2
otrzymujemy
1 -1 1 1 1 1 1 =11
1 -1 -1 -2 1 -1 -2 -1 1
2 -1 0 9 2 2 0 p 2 -1 2
T = 5 =5 Y= 5 = "5 <= 5 =

3

s
Przyklad 5: Rozwigzywanie uktadu nieoznaczonego
Rozwazmy uktad rownan:

r+y+z=1
20 —y+2z=-1
rT—2y+z=-2

Liczba niewiadomych to n = 3, macierz uzupetniona ma postac

1 1 1] 1
U=(Ap) =] 2 -1 2| -1
1 -2 1| -2

Druga i czwarta kolumna macierzy U sa identyczne, zatem rz A = rzU. Z
postaci macierzy A wynika z kolei, ze 1z A < 2 (pierwsza i trzecia kolumna
macierzy A sa identyczne, wiec det(A) = 0). Poniewaz jednak macierz A
; _11 = -3 # 0, za-
tem rz A = rzU = 2. 7Z twierdzenia Kroneckera-Capelliego wynika wiec, ze
rozwazany uklad réwnan posiada nieskonczenie wiele rozwiazan zaleznych
odn—1zA = 3 —2 = 1 parametru. Wyznaczymy te rozwiazania. Skoro
rz A = 2 to, na podstawie definicji rzedu macierzy, macierz A zawiera nieoso-
bliwa podmacierz wymiaru 2 x 2; odnajdujemy t¢ macierz w rozwigzywanym
uktadzie rownan. Réwnania, ktorych wspoétezynniki nie wchodzg w sktad tej
macierzy odrzucamy, z kolei niewiadome, ktorych wybrana podmacierz nie
obejmuje, przerzucamy na druga strone réwnania i traktujemy jako parame-
try. Uktad réwnan, jaki w ten sposob otrzymujemy, jest uktadem Cramera

zawiera nieosobliwg podmacierz wymiaru 2 x 2:
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(sposéb wyboru macierzy tego uktadu gwarantuje, ze jej wyznacznik jest r6z-
ny od zera) - do jego rozwiazania stosujemy wzory. W naszym przypadku,
jako nieosobliwg podmacierz wymiaru 2 x 2 zawarta w macierzy A mozemy
wybraé¢ macierz

1 1

2 -1
Oznacza to, ze uktady réwnan

rhytz=1 r+y+z=1

20 —y+2z2=-1 oraz {2:B—y+2z:—1

T—2y+z=-2
sg rownowazne. Traktujac niewiadoma z jako parametr, otrzymujemy do roz-
wiazania uktad Cramera

r+y=1—=z

20 —y=—-1-—12z2
prowadzi do rozwigzania:

. Zastosowanie do tego ostatniego uktadu wzoréw

1—2z 1 ‘ 1 1-z
—1-2z -1 2 —1-—2z2
T = — =—2z, Y= — =1, ze€R,
ktore mozna réwniez zapisaé jako
r=—1
y=1 , gdziet € R.
z=1

Podam teraz kolejno jak rozwiazuje sie uktady réwnan z przyktadow 1, 3, 4

i 5 za pomoca wolframalpha.com,
https://www.wolframalpha.com/input/?i=solve (%7Bx%2By-z%3D1, 2*x},
2By-2*z%3D0, x-y%2B2*2%3D2%,7D, %7Bx,y, z/h7D)
https://www.wolframalpha.com/input/?i=solve (%7Bx%2By%2Bz%2Bw/3D1,
2xx-y/,2B2*z-w/,3D- 1, x-2*y/2Bz-2*w/,3D2/,7D, /,/Bx,y,Z,w/D)
https://www.wolframalpha.com/input/?i=solve (%7Bx-y%2Bz%3D1, -2*xx-y-2zJ
3D1, 2*x-y%3D2, -x-y-2*z%3D2%7D, ,7Bx, y, z%7D)
https://www.wolframalpha.com/input/?i=solve (%7Bx%2By%2Bz%3D1, 2*x-y%
2B2*z%3D-1, x-2%y,2Bz%3D-2%7D, % 7Bx,y,zA7D)

7 Metoda eliminacji Gaussa

Przedstawiony ponizej sposob rozwiazywania uktadéw réownan liniowych jest
pewnym uproszczeniem algorytmu zwanego metoda eliminacji Gaussa. Me-
toda ta, niezwykle efektywna pod wzgledem numerycznym (nie istnieje algo-
rytm rozwigzywania ukladéw rownan wymagajacy istotnie mniejszej liczby
dziatan niz metoda eliminacji Gaussa), polega na sprowadzeniu macierzy uzu-
petnionej, odpowiadajacej rozwigzywanemu uktadowi rownan, do uogdélnio-
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https://www.wolframalpha.com/input/?i=solve(%7Bx%2By-z%3D1,2*x%2By-2*z%3D0,x-y%2B2*z%3D2%7D,%7Bx,y,z%7D)
https://www.wolframalpha.com/input/?i=solve(%7Bx%2By-z%3D1,2*x%2By-2*z%3D0,x-y%2B2*z%3D2%7D,%7Bx,y,z%7D)
https://www.wolframalpha.com/input/?i=solve(%7Bx%2By%2Bz%2Bw%3D1,2*x-y%2B2*z-w%3D-1,x-2*y%2Bz-2*w%3D2%7D,%7Bx,y,z,w%7D)
https://www.wolframalpha.com/input/?i=solve(%7Bx%2By%2Bz%2Bw%3D1,2*x-y%2B2*z-w%3D-1,x-2*y%2Bz-2*w%3D2%7D,%7Bx,y,z,w%7D)
https://www.wolframalpha.com/input/?i=solve(%7Bx-y%2Bz%3D1,-2*x-y-z%3D1,2*x-y%3D2,-x-y-2*z%3D2%7D,%7Bx,y,z%7D)
https://www.wolframalpha.com/input/?i=solve(%7Bx-y%2Bz%3D1,-2*x-y-z%3D1,2*x-y%3D2,-x-y-2*z%3D2%7D,%7Bx,y,z%7D)
https://www.wolframalpha.com/input/?i=solve(%7Bx%2By%2Bz%3D1,2*x-y%2B2*z%3D-1,x-2*y%2Bz%3D-2%7D,%7Bx,y,z%7D)
https://www.wolframalpha.com/input/?i=solve(%7Bx%2By%2Bz%3D1,2*x-y%2B2*z%3D-1,x-2*y%2Bz%3D-2%7D,%7Bx,y,z%7D)

nej postaci tréjkatnej (nazywanej réwniez postacia schodkowa). Aby osiagnaé
ten efekt, na macierzy uzupetnionej wykonujemy dwa rodzaje operacji:

e dodajemy do wybranego wiersza sumy pozostatych wierszy pomnozo-
nych przez odpowiednio dobrane state;

e zamieniamy kolejno$é¢ wierszy.

Operacje te nie wptywaja na rozwiazania uktadu, nie zmieniaja tez rzedu
macierzy. Do uzyskanej po zastosowaniu tych operacji macierzy stosujemy
twierdzenie Kroneckera-Capelliego.

Warto przypomnie¢ w tym miejscu, ze pierwsza z wymienionych powyzej
operacji nie zmienia wartosci wyznacznika macierzy, druga moze zmienic je-
dynie jego znak. W efekcie, metoda eliminacji Gaussa moze by¢ z powodze-
niem stosowana zaroéwno do obliczania rzedu i wyznacznika macierzy, jak i
do wyznaczania macierzy odwrotne;j.

Rozwigzywanie ukladéw réwnan liniowych metodg eliminacji Gaus-
sa

Idee metody eliminacji Gaussa wyjasnimy na kilku przyktadach.

Przyklad 1: Rozwigzywanie ukladu oznaczonego metoda eliminacji
Gaussa

Celem naszym jest rozwigzanie uktadu rownan

2r+y+z4+w=0
—r—2y—z4+w=1
rTH+y—2z—3w=2
do — 2y + 4w =2

przy uzyciu metody eliminacji Gaussa. Macierz uzupetniona U rozwazanego
uktadu ma postac

5 1 1 10
19 1 11
U=l 1 1 2 _3/9
4 -2 0 4|2

W pierwszym kroku metody eliminacji Gaussa wykorzystujemy pierwszy
wiersz, nazywany wierszem gléwnym dla pierwszego kroku. Liczbe 2,
pierwszy niezerowy element wiersza gtéwnego, nazywamy elementem glow-
nym dla pierwszego kroku. Celem naszym jest wyzerowanie wszystkich
elementéw stojacych pod liczba 2(tj. pod elementem gtéwnym dla pierw-
szego kroku) i utworzenie w ten sposéb pierwszego schodka macierzy. Aby
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to osiagnaé, postepujemy w sposob nastepujacy: do drugiego wiersza doda-
jemy pierwszy pomnozony przez (% do trzeciego pomnozony przez (—% do
czwartego pomnozony przez —2. Otrzymujemy

2 1 1 1 (0 wp — W,
-1 -2 -1 1|1 wy — Wa + Wi
H
1 1 -2 -3|2 w3 — wy — Wi
4 =2 0 4 12 Wy — Wy — 2W1
2 1 1 110
3 _1 3
- 0 12 2 271
0 3 -5 —3|2
0 -4 -2 2|2

W kolejnym kroku, wierszem gtéwnym jest wiersz drugi nazywany wier-
szem gléwnym dla drugiego kroku; elementem gtéwnym dla drugiego
kroku jest —%. Celem naszym jest wyzerowanie wszystkich wspotczynnikow
stojacych pod liczba —%(tj. pod elementem gléwnym dla drugiego kroku) i
utworzenie w ten sposob drugiego schodka. Postepujemy analogicznie jak w
kroku pierwszym: do wiersza trzeciego dodajemy wiersz drugi pomnozony
przez % do wiersza czwartego pomnozony przez —%. Otrzymujemy:

2 1 1 1 0 wp — W1
0 —% —% % 1 Wy — W2
1 5 7 - 1
0 3 -3 T3 2 w3—>w3+§w2
0 -4 -2 2 |2 w4—>w4—§w2
2 1 1 1 0
0o -3 -1 3 1
2 2 2
“lo o & 31
0 0 -2 —2|-2

W ostatnim, trzecim kroku wierszem gtéwnym jest wiersz trzeci - wiersz
gléwny dla kroku trzeciego; elementem gtéwnym jest —%. Mnozac trzeci
wiersz przez —i i dodajac do wiersza czwartego otrzymujemy:

2 1 1 1 0 wp — W,
0 -2 -2 211 We — Wy
2 2 2
0 0 -5 3] ] | wy — wy -
0 0 -3 —2 —% w4—>w4—iw3
2 1 1 1 0
3 1 3
|0 -5 =5 5|1
0 0 -5 —-3| 1
5 5
00 0 -3 -3
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Uzyskana w ten sposob macierz schodkowa jest macierza uzupetniong uktadu
rownan posiadajacego te same rozwigzania, co wyjsciowy uktad:

2r4+y+z+w=0

Y TRt aw =
—%z—3w:%
Sy = _b

4 - 4

7 postaci macierzy wida¢ réwniez, ze uktad ten posiada doktadnie jedno
rozwigzanie (macierz uktadu, jako macierz tréjkatna gérna o niezerowych
elementach na gltéwnej przekatnej, jest macierza nieosobliwa) . Wyznaczymy
je rozwigzujac otrzymany uktad réwnan w kolejnosci od ostatniego réwnania
do pierwszego. Uzyskujemy kolejno: w = 1, 2z = =2,y = 1,2 = 0. Warto
zanotowac, ze operacje jakie wykonywaliSmy na macierzy wyjsciowego uktadu
rownan, aby sprowadzi¢ jg do postaci trojkatnej nie zmienity jej wyznacznika.
Poniewaz wyznacznik macierzy trojkatnej rowny jest iloczynowi wyrazow z
gtownej przekatnej, mamy

2 1 1 1 2 1 1 1
-1 =2 -1 1 10 =f -y :2(_3>.(_8>.(_5>__10
1 1 -2 -3 0 0 -5 -3 2 3 4

4 -2 0 4 o0 o0 -2

Przyklad 2: Rozwigzywanie ukladu nieoznaczonego metoda elimi-
nacji Gaussa
Rozwazmy uktad réwnan

20+ 3y —42z =6
(3) —4x4+22=0
2y — 2z =4

Macierz uzupetiona tego uktadu ma postac

2 3 —416
(4) U=|-40 2|0
0 2 —24

W pierwszym kroku metody eliminacji Gaussa do wiersza drugiego dodajemy
wiersz pierwszy pomnozony przez 2; wiersz trzeci natomiast przepisujemy bez

zmian:
2 3 —416 wy; — Wy 2 3 416
(5) -4 0 2|0 | —=|ws—w+2wy, — | 0 6 —6|12
0 2 —2|4 ws — Ws 02 —2/4
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W kroku drugim, do wiersza trzeciego dodajemy wiersz drugi pomnozony

1.
przez —s

2 3 —4|6 wy — wy 2 3 —4]6
06 =612 | = | ws — wy — |06 —6]12
02 —2|4 w3 — Wy — $Ws 00 00

Wykonywane operacje nie zmienity rzedu macierzy, zatem

(6)

2 3 —4|6 2 3 —41]6 9 3
1z(A) =1z(U) =1z =4 0 2 |0 [=12| 0 6 —6|12 | =12 ( 0 6 ) = 2.
0 2 -2/4 00 010

Na podstawie twierdzenia Kroneckera-Capelliego, rozwazany uktad rownan
posiada nieskonczenie wiele rozwiazan zaleznych od n —r = 3 — rz(A4) =
3 — 2 =1 parametru. Jest on réwnowazny uktadowi

20+ 3y —42=6
(7) { 6y — 6z = 12 ’

ktorego rozwigzania, rowne rozwigzaniom wyjsciowego uktadu, maja postac
r=1ty =242t z=2t, gdzie t € R jest dowolnym parametrem.

Przyklad 3: Rozwigzywanie ukladu sprzecznego metoda eliminacji
Gaussa

Rozwazmy uktad réwnan

or—2y—z=1
(8) —2rx+2y—22=2
—r—2y+52=1

ktorego macierz uzupetniona U ma postac

5 -2 —1]1
(9) U=| -2 2 -—2]|2
-1 -2 5 |1

W pierwszym kroku metody eliminacji Gaussa do wiersza drugiego dodajemy
Wiersz pierwszy pomnozony przez %; do wiersza trzeciego pomnozony przez

5 —2 —-1]1 w; — Wy 5 =2 —-111
-2 2 2|2 |—>|w—wtiwn — [0 ¢ -1 %
-1 -2 5 |1 w3 — w3 + Wy 0 -2 2|2
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W drugim kroku do wiersza trzeciego dodajemy wiersz drugi pomnozony
przez 2:

5 -2 -1]1 wy — w 5 -2 —1|1
R Ak e T A e A
0o -2 2|3 w3 — w3 + 2wy 00 06

Wykonane operacje nie zminity rzedu macierzy, zatem (10)

(10)
5 —2 —1 5 —2 —1 -
rz(A)=1z| -2 2 -2 |=rz| 0 & -2 :rz<0 6 >:2
1 -2 5 00 0 5
oraz
(11)
5 -2 —1]1 5 =2 —-1]|1 5 =211
rz(U)=1z| =2 2 =22 |=[0 ¢ 22 0 812 |=3
-1 -2 5|1 0 0 0 | 6 0 0|6

Na podstawie twierdzenia Kroneckera-Capelliego stwierdzamy, ze rozwazany
uktad réwnan nie posiada rozwigzan. Warto zauwazy¢, ze sprzecznosé¢ tego
uktadu mozna odczytaé nie tylko z przeprowadzonego rachunku rzedow, lecz
rowniez z postaci macierzy schodkowej - wiersz trzeci tej macierzy odpowiada
rownaniu sprzecznemu 0z + Oy + 0z = 6.

Podam teraz kolejno jak rozwiazuje sie uktady réwnan z przyktadow 1, 2, i

3 za pomocg wolframalpha.com,
https://www.wolframalpha.com/input/?i=solve (}%7B2*x}2By’%2Bz%2Bw/%3D0,
-x-2xy-z/2Bw/%3D1, x/%2By-2%z-3*w,3D2, 4*x—-2*y/,2B4*w},3D27,7D, % 7Bx,y,
Zz,wWh(D)

https://www.wolframalpha.com/input/?i=solve (%7B2*x7%2B3*xy-4%z}3D5,
—-4xx7,2B2%2%,3D0 , 2*y-2%273D4%7D, %7Bx,y,Z%/D)
https://www.wolframalpha.com/input/?i=solve (%, 7B5*x-2*y-2z}3D1, -2*xY
2B2*y-2%2%,3D2, -x-2*y%2B5*z%3D4%7D, %,7Bx,y, z%7D)

8 Wartosci i wektory wlasne — definicje i me-
toda wyznaczania

Definicja 1: Wartosci i wektory wlasne macierzy kwadratowych
Liczbe zespolong A nazywamy wartosciag wlasng macierzy kwadratowej
A, jezeli istnieje niezerowy wektor v taki, ze

(1) Av = dv.
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https://www.wolframalpha.com/input/?i=solve(%7B2*x%2By%2Bz%2Bw%3D0,-x-2*y-z%2Bw%3D1,x%2By-2*z-3*w%3D2,4*x-2*y%2B4*w%3D2%7D,%7Bx,y,z,w%7D)
https://www.wolframalpha.com/input/?i=solve(%7B2*x%2By%2Bz%2Bw%3D0,-x-2*y-z%2Bw%3D1,x%2By-2*z-3*w%3D2,4*x-2*y%2B4*w%3D2%7D,%7Bx,y,z,w%7D)
https://www.wolframalpha.com/input/?i=solve(%7B2*x%2By%2Bz%2Bw%3D0,-x-2*y-z%2Bw%3D1,x%2By-2*z-3*w%3D2,4*x-2*y%2B4*w%3D2%7D,%7Bx,y,z,w%7D)
https://www.wolframalpha.com/input/?i=solve(%7B2*x%2B3*y-4*z%3D6,-4*x%2B2*z%3D0,2*y-2*z%3D4%7D,%7Bx,y,z%7D)
https://www.wolframalpha.com/input/?i=solve(%7B2*x%2B3*y-4*z%3D6,-4*x%2B2*z%3D0,2*y-2*z%3D4%7D,%7Bx,y,z%7D)
https://www.wolframalpha.com/input/?i=solve(%7B5*x-2*y-z%3D1,-2*x%2B2*y-2*z%3D2,-x-2*y%2B5*z%3D4%7D,%7Bx,y,z%7D)
https://www.wolframalpha.com/input/?i=solve(%7B5*x-2*y-z%3D1,-2*x%2B2*y-2*z%3D2,-x-2*y%2B5*z%3D4%7D,%7Bx,y,z%7D)

Kazdy niezerowy wektor v spelniajacy réwnanie ( 1 ) nazywamy wektorem
wlasnym macierzy A odpowiadajgcym wartosci wlasnej .
Twierdzenie 1: Niech A bedzie macierzg kwadratowa. Nastepujace warunki
sg rownowazne:

(a) A jest wartoscia wlasnag macierzy A;

(b) réwnanie (A — M) -v = 0, w ktérym 0 oznacza wektor zerowy, posiada
niezerowe rozwiazanie v

(c) det (A —AI)=0.

Definicja 2: Wielomian charakterystyczny macierzy

Jezeli macierz A jest macierza kwadratowa wymiaru nxn, to funkcja v 4 (A) =
det (A — )

jest wielomianem stopnia n; jest to tzw. wielomian charakterystyczny
macierzy A.

Warunek (c) twierdzenia 1 pozwala wnioskowaé, ze pierwiastki wielomianu
w4 to wartosci wlasne macierzy A. Kazda macierz kwadratowa wymiaru n xn
posiada zatem n wartosci whasnych (liczonych z krotnosciami). Oznaczajac te
wartosci wlasne jako Ay, ..., \,, wielomian charakterystyczny ¢4 przyjmuje
postaé

©AN) = A A"+ A N adFag = an(A— ) (A= \),

w ktorej, co wynika z twierdzenia 1, a, = (—1)" oraz ag = det(A).
Przyktad 1: Wyznaczanie wielomianu charakterystycznego macie-
rzy

Dla macierzy A € R3*3 postaci

1 2 0
A= 0 2 0
-2 -2 -1
mamy
1—X 2 0
oa(M)=det(A=X)=| 0 2-X 0 =N 4224 A-2

—2 -2 —-1-2A

Z kolei, dla macierzy B € C**%:
(142
B= < 24141 2—1 )

14+2i— X 1
—2+7 2—1-—A

mamy

@B(A):det(B—/\I):| ‘:)\2—(3+i))\+5+5i.
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Przyklad 2: Wyznaczanie wartosci i wektoréw wlasnych macierzy
Wielomian charakterystyczny macierzy A rozwazanej w przyktadzie 1 wielo-
mian charakterystyczny ma postaé

wa(N) = =N 4227+ X —2.
Poszukamy pierwiastkow tego wielomianu. Poniewaz

WaN) = = N42X2 4N 2= A2 (A =2)+A-2=—(A—-2)(A—=1) (A + 1),

zatem \; = —1, Ay = 1, A3 = 2 to trzy rzeczywiste wartosci wtasne macierzy
A. Dla kazdej z tych wartosci wlasnych wyznaczymy teraz odpowiadajacy
jej wektor whasny. Dla A\; = —1 wektor wlasny vy, = (x,y,2)" wyznaczymy

rozwiazujac, rownanie

2 2 0 x 0
0 3 0 y =10
2 20 2 0

Roéwnanie to rownowazne jest uktadowi rownan

20+ 2y =0
3y=0,
—2x—-2y=20

ktérego rozwiazanie ma postaé (z,y,z) = (0,0,t), gdzie t € R. Przyjmujac
za t dowolna niezerowa warto$é¢ rzeczywista (wektor zerowy nie moze by¢
wektorem wlasnym), otrzymujemy wektor wlasny odpowiadajacy wartosci

wlasnej Ay = —1, np. vy, = (0,0,1)". Dla A\, = 1 wektor wlasny vy, =
(x,y, z)T wyznaczymy rozwiazujac rownanie

0o 2 0 T 0

0 1 0 yl=10],

-2 =2 =2 z 0

ktore rownowazne jest uktadowi rownan

2y=20
y=0 .
—2x —2y—22=0

Jego rozwiazanie ma postaé (z,vy, z) = (t,0, —t), gdzie t € R. Poszukiwanym

wektorem wlasnym moze wiec byé wektor vy, = (1,0, —1)T. Dla A3 = 2
wektor wlasny vy, = (x,y, 2)" wyznaczymy z réwnania

-1 2 0 x 0

0 0 0 y =101,

-2 -2 =3 z 0
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Po prostych rachunkach otrzymujemy (z,y, z) = (2t,t, —2t), t € R. Poszuki-
wany wektor wlasny odpowiadajacy wartosci wtasnej A3 = 2 moze wiec by¢
wybrany jako vy, = (2,1, —-2)".

Program ”wolframalpha” posiada mozliwo$¢ wyliczenia:

wielomianu charakterystycznego macierzy A - characteristic polynomial(A)
wartosci wlasnych macierzy A - eigenvalues(A)

wektorow wlasnych macierzy A - eigenvectors(A)

wartosci wtasnych i odpowiadajacym im wektoréw wlasnych macierzy A -
eigensystem(A)

Przyktady obliczen dla macierzy A z przyktadu 1 za pomoca wolframal-
pha.com,
https://www.wolframalpha.com/input/?i=characteristic+polinomial¥,
7B%7B1,2,0%7D, %7B0,2,0%7D, %7B-2,-2,-1%7D}7D
https://www.wolframalpha.com/input/?i=eigenvalues’7B%7B1,2,0%7D,
%7B0,2,0%7D,%7B-2,-2,-1%47D}%7D
https://www.wolframalpha.com/input/?i=eigenvectors’,7B%7B1,2,0%7D,
%7B0,2,0%7D,%7B-2,-2,-1%7D%7D
https://www.wolframalpha.com/input/?i=eigensystem’7B%7B1,2,0%7D,
%7B0,2,0%7D,%7B-2,-2,-1%47D}%7D

9 Wartosci i wektory wlasne — wtasnosci

Twierdzenie 1: Niech \,... )\, beda wartosciami wlasnymi macierzy A €
Cr*m. Wowcezas:

(a) wyznacznik macierzy jest réwny iloczynowi jej wartosci whasnych, tj.:
det(A) = A1+ ... - Ay

(b) $lad macierzy (tj. suma elementéw stojacych na gltéwnej przekatnej ma-
cierzy) rowny jest sumie jej wartosci wlasnych, tj.: tr(A4) = A\ + ... + A\,
Twierdzenie 2: Niech A bedzie macierzg kwadratowg oraz niech A bedzie
wartoscig wtasng macierzy A, a v odpowiadajacym tej warto$ci wlasnej wek-
torem wlasnym. Wéowcezas:

(a) liczba A* jest wartodcig wlasng macierzy A* (dla k € N);

(b) liczba amA™ + apm 1 A™ 1+ ... 4+ a1 X + ag

jest wartoscig wlasna macierzy am, A™ + a1 A"+ L+ a A+ apl,

dla dowolnych m € N, a,,,...,a9 € C;

(c) jezeli macierz A jest odwracalna, to A1 jest wartoscig wtasng macierzy
AL
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https://www.wolframalpha.com/input/?i=characteristic+polinomial%7B%7B1,2,0%7D,%7B0,2,0%7D,%7B-2,-2,-1%7D%7D
https://www.wolframalpha.com/input/?i=characteristic+polinomial%7B%7B1,2,0%7D,%7B0,2,0%7D,%7B-2,-2,-1%7D%7D
https://www.wolframalpha.com/input/?i=eigenvalues%7B%7B1,2,0%7D,%7B0,2,0%7D,%7B-2,-2,-1%7D%7D
https://www.wolframalpha.com/input/?i=eigenvalues%7B%7B1,2,0%7D,%7B0,2,0%7D,%7B-2,-2,-1%7D%7D
https://www.wolframalpha.com/input/?i=eigenvectors%7B%7B1,2,0%7D,%7B0,2,0%7D,%7B-2,-2,-1%7D%7D
https://www.wolframalpha.com/input/?i=eigenvectors%7B%7B1,2,0%7D,%7B0,2,0%7D,%7B-2,-2,-1%7D%7D
https://www.wolframalpha.com/input/?i=eigensystem%7B%7B1,2,0%7D,%7B0,2,0%7D,%7B-2,-2,-1%7D%7D
https://www.wolframalpha.com/input/?i=eigensystem%7B%7B1,2,0%7D,%7B0,2,0%7D,%7B-2,-2,-1%7D%7D

Ponadto, w kazdym z powyzszych przypadkow, wektorem wiasnym odpowia-
dajacym wymienionym warto$ciom wtasnym jest rowniez wektor v.
Przyklad 1: Obliczymy wyznacznik macierzy A® —4A? — A+41 wiedzac, ze
A jest macierzag kwadratowg wymiaru 3 x 3 o wartosciach wtasnych —2, 0, 3.
Sposéb 1. Wielomian charakterystyczny macierzy A ma postac

WaN)=—=A+2DAA\=3) ==X+ 246
Dodatkowo, poniewaz
AP 4N — A4 AT = A (A —T) =4 (A2 = 1) = (A=) (A+ 1) (A—4I)

zatem, na podstawie definicji wielomianu charakterystycznego, otrzymujemy
det (A% —4A? — A+ 4l) =det[(A-1)(A+ 1) (A—4I)] =

=det (A—1I)det (A+1I)det (A—4I) = pa(1)pa(—1)pa(4) = 576.
Sposéb 2. Jezeli A\ jest wartodcig wtasna macierzy A, to na podstawie
twierdzenia 1 (b), liczba A3 — 4\ — X\ + 4 jest wartodcia wlasng macierzy
A3 — 4A% — A+ 41. Stad oraz z treéci zadania otrzymujemy, ze liczby —18,
—8 oraz 4 sg poszukiwanymi wartosciami wlasnymi. Zatem, na podstawie

twierdzenia 1 (a), det(A® —4A4% — A +41) = —18 - (—8) - 4 = 576.

33



	 Działania na macierzach
	Szczególne typy macierzy
	Wyznacznik macierzy - definicja i własności
	Macierz odwrotna
	Rząd macierzy
	Układy równań liniowych
	Metoda eliminacji Gaussa
	Wartości i wektory własne – definicje i metoda wyznaczania
	Wartości i wektory własne – własności

