STANDARYZACIJA

NIEZBEDNIK

Nim przejdziemy do opisu procedury standaryzacji i jej stosowania przy wyznaczaniu wartosci dys-
trybuanty zmiennej losowej o rozktadzie normalnym spéjrzmy raz jeszcze na informacje dotyczace
zmiennej losowej z rozktadu normalnego, ktére zebrano ponize;.
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Aby wyznaczy¢ warto$¢ dystrybuanty zmiennej losowej X o rozktadzie normalnym standardowym
w zadanym punkcie (x € R), korzystamy z tablic ¢(x), czyli tablic dystrybuanty rozktadu normalnego
standardowego. Aby zaoszczedzi¢ miejsca i nie wypisywac wartosci dystrybuanty w punktach, ktére
réznig sie jedynie znakiem, w tablicach znajdziemy przewaznie wartosci tej dystrybuanty w punktach,
ktére sa nieujemne. Mamy bowiem, wynikajacy z symetrii (parzystosci) funkcji gestosci rozktadu
normalnego standardowego, zwiazek, dzieki ktéremu wystarcza nam wartosci dystrybuanty w punktach
nieujemnych, gdyz te w punktach ujemnych mozna wyznaczy¢ z prostego zwiazku

d(—x)=1—¢p(x) dlaxeER,

ktéry najtatwiej chyba skojarzy¢ z ponizszym rysunkiem (na rysunku przedstawiony zostat wykres
fx(x) - gestosci rozktadu normalnego standardowego, ktéra to, przypomnijmy raz jeszcze, jest funkcja
parzysta).
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Ale jak postepowaé, w przypadku, gdy mamy zmienng losowa Y o rozktadzie normalnym, ale niebeda-
cym normalnym standardowym, czyli z dowolnymi parametrami u (warto$¢ oczekiwana, = EY') oraz
o (odchylenie standardowe, 0 = v/VarY’). Ot6z w takim przypadku wykorzysta¢ bedziemy musieli tak
zwana procedure standaryzacji zmiennej losowej Y. Procedura ta polega na:

e scentrowaniu zmiennej Y, robimy to poprzez odjecie od Y wartosci oczekiwanej Y, czyliu =EY,

e przeskalowaniu otrzymanej w poprzednim punkcie zmiennej, ktére polega na podzieleniu tej
zmiennej przez odchylenie standardowe zmiennej Y, czyli o = v/ VarY.

W wyniku przeprowadzonych operacji ze zmiennej losowej Y tworzymy nowa zmienna losowa, oz-
naczmy ja literka Z, ktéra to ma rozktad normalny standardowy. Ponizej przedstawiono, jak nalezy
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przeprowadzi¢ standaryzacje zmiennej losowej Y o rozktadzie normalnym.
Y-EY Y-—u

vVarY o’
Z~ N(0,1).

Zauwazmy, ze jedyne co zrobilismy, to odjelismy i podzieliliSmy przez pewne state zmienng losowa Y.
Warto podkresli¢, ze operacje te nie zmieniaja typu rozktadu (pozostaje normalny), jedyne co zmienia,
to jego parametry. Przyjrzyjmy sie parametrom zmiennej Z, otéz

y - EY —
[EZ:[E( “): E_y,
g g

Y 1
VarZ:Var( u):Var(—):—QVarYzl,
o o

czyli doktadnie tak, jak tego oczekiwalismy.

Zatézmy, ze X ~ N(0,1). Znajdziemy warto$¢ dystrybuanty tej zmiennej losowej w punkcie 2
oraz punkcie —2. Wyznaczamy

Fx(2) =P (X <2)=¢(2)»0,977.

Xx(X)  ¢(2)

0 2 X

Nasza aktywnos$¢ ograniczyta sie do znalezienia w tablicach rozktadu normalnego standard-
owego wartosci dystrybuanty w punkcie 2, gdyz X ma rozktad normalny standardowy i dlatego
Fx(x) = ¢(x). Tres¢ zadania mozna bytoby sformutowac réwniez nastepujaco: jakie jest praw-
dopodobieristwo tego, ze zmienna losowa X przyjmie wartosci mniejsze (nie wieksze) od 2.
Z kolei wartos¢ dystrybuanty w punkcie —2, czyli ¢(—2), wyznaczamy wykorzystujac zaleznosé

¢(—x) =1—d(x),
w rozwazanym przypadku przyjmujac x = 2. Otrzymujemy wtedy

Fx(—2) =P (X < —2)=¢(—2) =1—¢(2) ~0,023.

fx (x)

Zatézmy, ze X ~ N(0,1). Wyznaczymy prawdopodobiefstwo zdarzenia {w : X(w) € (=2,1)}.
Mamy zatem wskaza¢ wartosc

Pw:XW)e (=2, 1)) =P(-2< X <1)=P(-2< X <1) = Fx(1) — Fx(=2)
=¢(1) —d(—2) = ¢(1) — (1 — #(2)).
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XX ¢(1)-p(-2)

-2 0 1 X
Odczytujac z tablic wartosci ¢(2) = 0,977 oraz ¢(1) ~ 0,841 otrzymujemy

P{w: X(w) € (=2, 1)}) = (1) - (1 - ¢(2)) =~ 0,818.

Zatézmy, ze Y ~ N(1, %). Znajdziemy warto$¢ dystrybuanty tej zmiennej losowej w punkcie %
Interesuje nas zatem

)-elr<3
()
Fr(3)
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| tutaj pojawia sie problem, gdyz tej dystrybuanty nie odczytamy bezposrednio z tablic. Jezeli
jednak zmienna losowa Y odpowiednio scentrujemy oraz przeskalujemy, innymi stowy poddamy
standaryzacji, to dostaniemy zmienna losowa, nazwijmy ja Z, z rozktadu normalnego stan-
dardowego i w celu wyznaczenia wartosci interesujacej nas dystrybuanty wykorzystamy dystry-
buante zmiennej losowej Z, ktérej wartosci sg juz stablicowane. Czyli szukana dystrybuante
wyrazimy za pomoca dystrybuanty rozktadu normalnego standardowego i co nalezy wyraznie
podkresli¢c punkt, w ktérym dystrybuante te bedziemy wyznaczaé, ulegnie zmianie (w wyniku
standaryzacji). Procedure standaryzacji stosujemy dla zdarzenia (tu opisanego nieréwnoscia),
ktérego prawdopodobieistwo liczymy. Musimy przy tym zadbac o to, by kolejne przejscia byty
réwnowazne.
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Z~N(0,1)

Od zmiennej losowej Y odjeliSmy jej warto$¢ oczekiwang, a nastepnie podzielilismy tak otrzy-
mana zmienna przez odchylenie standardowe zmiennej Y. W wyniku tych prostych dziatan
otrzymalismy zmienng z rozktadu normalnego standardowego, co nas cieszy, gdyz dla zmien-
nych losowych z rozktadu normalnego standardowego wartosci dystrybuanty w dowolnym punkcie
jesteSmy w stanie odczyta¢ wprost z tablic.

FY(%): P(Z<1)=¢(1)~084L.
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Teraz powinno by¢ juz jasne, po co uzywamy standaryzacji - po prostu by sprowadzi¢ problem do
odczytania wartosci z tablic dystrybuanty rozktadu normalnego standardowego, bo tylko takie
znajdziemy w tablicach statystycznych.

Niech Y ~ N(u,0), u € R, 0 > 0. Obliczymy P(|Y| > y), rozwazajac przypadek y > 0. Zajmi-
Jjmy sie wpierw nieréwnoscia

Y|>y <= Y>y lub Y<-—y,

jej rozwigzanie przedstawiono na ponizszej osi liczbowe;.

y 0 y Y
Zauwazmy ponadto, ze zdarzenie {w : Y(w) > y} oraz {w : Y(w) < —y} sa zdarzeniami
roztacznymi (nie moga zajs$¢ jednoczesnie i to dzieki zatozeniu y > 0), totez
PIYI>y)=P{Y >y} Uu{Y <—y}) =PV >y)+P(Y <-y)

Yy — _ y — —y—
:P( by u)+P( by u)
g g g g

Z~N(0,1) Z~N(0,1)
Y — - Y- —y-—
:1_P( by u«)+P( By u)
g g

o))
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Jezeli przyjmiemy, ze Y ~ N(%, %) oraz wezmiemy y = 1, to wtedy

Pt =15 o ZrE)=1ofig) ol )

4 i
~1-o(fe)+1-0(2) -2 (o 5) o 2))
~2—(0,6051+0.9918) = 0,4031.

fY(|Y)
o y
1 0 . v
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Zatézmy, ze zmienna losowa Y
ma rozktad normalny z parametrami u oraz o, czyli Y ~ N(w, o). Definiujemy zmienna losowa
L = eY; tak zdefiniowana zmienna losowa L ma rozktad log-normalny z parametrami p oraz
o; piszemy L ~ LN(u,0). Co istotne zmienna losowa L przyjmuje jedynie wartosci dodatnie,
a W oraz o nie sa jej Srednig i odchyleniem standardowym, a jedynie parametrami rozktadu.
Wyznaczymy prawdopodobienstwo zdarzenia: zmienna losowa L przyjmie warto$ci mniejsze od
¢ €R, czyli P({w: L(w) <€}). Skoro L przyjmuje jedynie wartosci dodatnie, to dla kazdego
t <0 mamy

P{w:L(w)<¢€})=0.
Z kolei na potrzeby rozwazenia przypadku € > 0 zauwazmy, ze L(w) = e’ totez
Lw)<t — W<t — Yw)<Int.
Stad dla € > 0 dostajemy, ze
P{w: L(w)<€t})=P{w:Y(w)<Int}),

€O, upraszczajac zapis i stosujac standaryzacje zmiennej Y, daje

P(L<€):P(Y<In€):P( Y;“ < '”{3_“):¢('”€_“).

o o
——
Z~N(0,1)
Podsumowujac,
0, gdy ¢ <0,
P(L<t)= Inf—p
o(ME2), gdy ¢ >0.

Zmienna losowa S, bedaca suma n nieza-
leznych (jest to bardzo wazne zatozenie) zmiennych losowych z rozktadu N(w,c) ma rozktad
normalny N(n-u,/n-o). Ponizej przedstawiamy sposéb obliczenia parametréw rozktadu Sj,.

n n n
[ES,,z[E(ZX, :Z[EX/:Z[EXlzn-[Exlzn-u, (1)
i=1 =il i=1
n n n
VarS, = Var ZX,- = ZVarX,- = ZVaer =n-VarXy =n-o. (2)
i=1 i=1 i=1

W (1) wykorzystalismy liniowo$¢ wartosci oczekiwanej oraz to, ze dla kazdego i € {1,..., n}
warto$¢ oczekiwana zmiennej X; jest réwna u (w szczegdlnosci EX; = ). Z kolei w (2)
skorzystaliSmy ze wzoru na wariancje sumy zmiennych losowych niezaleznych (bez zatozenia
o niezaleznosci nie bytoby tak fatwo) i z tego, Ze wariancje rozwazanych zmiennych sa takie
same, réwne o2.

Wyznaczmy x, dla ktérego dla ustalonego a € (0,1) zachodzi réwnos¢ P (S, < x) =1— .
Roéwniez i w tym przypadku wykorzystywaé bedziemy standaryzacje, przeprowadzac jg bedziemy
dla zmiennej S, ktérej wartos¢ oczekiwana to n-u, a odchylenie standardowe réwne jest v/n-o.
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Otrzymujemy
Sh—n-u  X—n-p X—n-U
P(Shn<x)=P < =p|———|.
(Sn <) ( Vn-o Vn-o Vn-o
~———
Z~N(0,1)
Totez, by znalez¢ x musimy rozwigzac réwnanie z niewiadoma x, mianowicie
X—N-W
—|=1-0c.
¢( )
fz(2)
1
|
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Jezeli przez ue, 0znaczymy kwantyl rzedu 1—a (uwaga mozna spotkac inne oznaczenia na kwantyl
rzedu 1 —a, np. z1—q) rozktadu normalnego standardowego, to oznacza, ze dla zadanego
a € (0,1) uy jest takie, ze spetniona jest rownos¢ ¢(uy) = 1 — a (idee przedstawiono na
rysunku powyzej, gdzie Z ~ N(0,1), a fz(z) jest gestoscia Z), to rozwiazanie powyzszego
réwnania sprowadzi sie do wyznaczenia x, przy czym

X—=n-l y
N
Gdybysmy przyjeli: o =5% (1 —a =95%), n=100, u =3, 0 =2, to x bytoby rozwiazaniem
réwnania
x—100-3
————|=0,95.
7z )

Z powyzszej rownosci wynika, ze punkt, w ktérym dystrybuante liczymy ma by¢ tym, w ktérym
dystrybuanta réwna jest 0,95. Innymi stowy, punkt ten jest kwantylem rzedu 0,95 rozktadu
normalnego standardowego, oznaczany przez nas jako uso,, ktoéry w rozwazanym przypadku jest
rowny 1,645 (w przyblizeniu). Stad, by obliczy¢ x rozwiazujemy réwnanie

x —300
20

~ 1,645,

prowadzace do wniosku, ze x ~ 332, 9.
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