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Wstep: Co to jest relacja?

Relacje otaczajg nas i ksztattujg nasze zycie. W potocznym znaczeniu stowo ,relacja” oznacza
jakas$ wspotzaleznos¢ pomiedzy dwoma réznymi obiektami. Moze by¢ to dwdjka ludzi, moze
to by¢ szef i jego pracownicy, mogg to by¢ instytucje miedzynarodowe, albo zaleznosci
rynkowe miedzy przedsiebiorstwami. Matematyka tak naprawde od samego poczatku
zajmowata sie badaniem i dowodzeniem relacji pomiedzy obiektami. Cho¢ relacje
towarzyszyty nam od zawsze, to matematyka w swojej historii stosunkowo niedawno (poczatki
XX wieku) zaczeta sie zajmowac precyzowaniem i badaniem relacji samych w sobie. Oczywiscie
stato sie to za sprawag teorii mnogosci i logiki matematycznej, ktére w tym okresie postawity
sobie za zadanie dotrze¢ do fundamentalnych podstaw matematycznego myslenia. W mojej
pracy na poczagtku omoéwie najpierw pojecia fundamentalne niezbedne do zrozumienia Scistej
definicji relacji. Po samej definicji zaprezentuje pare istotnych cech, ktére relacja moze
posiadac i ktére doktadniej precyzuja jej nature. Bedg one uzyte w dalszej czesci pracy do
definicji pojec. Przyktady relacji posiadajgcej ceche staratem sie dobieraé z réznych dziedzin
matematyki oraz codziennego zycia. W gtéwnej czesci pracy przedstawione zostaty dwie
relacje o zasadniczym znaczeniu w matematyce. Pierwszg z nich jest relacja porzadku bedaca
uogdlnieniem pojecia wiekszosci i mniejszosci na dowolne zbiory, nawet nie zawierajace liczb.
Kolejng jest relacja réwnowaznosci bedaca jeszcze dalszym uogdlnieniem pojecia rownosci.
Petni ona bardzo wazne funkcje. Pozwala dowodzi¢ twierdzenia z réznych dziedzin wiedzy
matematycznej, dokonywac konstrukcji nowych zbiorow liczbowych wraz z dziataniami na
nich, a nawet modelowac relacje z zycia codziennego. Po omdwieniu relacji rdwnowaznosci
prezentuje przyktady. Kolejne rozdziaty poswiecam na dowody rozmaitych twierdzen z teorii
mnogosci, teorii grup oraz teorii liczb, ktére wykorzystujg relacje réwnowaznosci i pojecia z
nig zwigzane. Pod koniec zamies$citem pare luznych i samodzielnych pomystéw. Prace oprocz
tego ubogacitem elementami teorii mnogosci, teorii grup i teorii liczb. Bo relacje same w sobie
sg raczej mato ciekawe. Swojg prawdziwg warto$é pokazujg, gdy majg obiekty, na ktérych
mogg dziataé. Mam nadzieje, ze moja praca przypadnie do gustu zaréwno absolwentom
kierunkdw matematycznych z nostalgig wspominajgcych pierwsze lata studidw, jak i zupetnym
amatorom matematyki, ktérzy natrafig na nig przypadkiem. Wszystkim Czytelnikom zycze
mitej lektury...



1.Pary uporzgdkowane (n-ki uporzqgdkowane)

Gtéwnym problemem w definiowaniu par uporzagdkowanych za pomocg zbioréw jest to, ze na
mocy aksjomatu ekstencjalnosci zbiér nie uwzglednia kolejnosci elementéw, a wymienienie
jakiegos wielokrotnie sprawi, ze powtarzajace sie elementy ,skasujg sie”. Po prostu zbidr
zawierajgcy te same elementy to ten sam zbiér. Niezaleznie ile razy i w jakiej kolejnosci je
wymienimy.

Intuicyjna definicja pary i ogdlnie n-ki uporzadkowanej stosowana przez kilka wiekéw przed
powstaniem teorii mnogosci moéwi, ze jest to po prostu ciagg, czyli funkcja ze zbioru liczb
naturalnych. Niby wszystko w porzadku, bo cigg uwzglednia kolejnos$¢, a zbidr liczb N jest
tatwo konstruowany za pomocg aksjomatéw nieskorczonosci i zbioru pustego, ale problem
pojawia sie gdzie indziej. Chodzi o to, ze ciagg jest funkcjg! Do zdefiniowania funkcji uzywamy
relacji, do relacji iloczynu kartezjanskiego, a do iloczynu kartezjaiskiego par
uporzadkowanych... co daje btedne koto!

Definicja Wienera

Pierwsza definicja pary uporzgdkowanej zostata zaproponowana przez Norberta Wienera:

(x:y) # {{tx} 0} {})}

Dodanie zbioru pustego i powigzaniu go z jednym z elementéw za pomocg zbioru
(gwarantowanego aksjomatem pary) w sprytny sposéb pozwala oming¢ problem kolejnosci.
Pierwszym elementem jest ten, ktdrego singleton nalezy do zbioru ze zbiorem pustym.
Pozwala takze zlikwidowac problem ,kasowania” elementéw w przypadku x = y. Wziecie
elementdw w podwdjne klamry zbiorow dodatkowo zabezpiecza przed problemem
,kasowania”.

Definicja Hausdorffa
Alternatywng definicje zaproponowat Felix Hausdorff:

(xy)  {{x, 1}, (v, 2}}

Gdzie x oraz y muszg by¢ obiektami réznymi od 1 i 2 (1 i 2 nie musza by¢ tu liczbami
naturalnymi, mogg by¢ dowolnymi réznymi obiektami matematycznymi). Definicja znacznie
prostsza od tej zaproponowanej przez Wienera. Dodajgc kolejne zbiory zawierajgce elementy
3, 4, 5... mozna od razu zdefiniowaé dowolng n-ke uporzgdkowang. Gtéwng wadg jest to, ze
niezaleznie jakie obiekty bedg petni¢ role 1 i 2(bo wcale nie muszg by¢ to liczby naturalne) za
kazdym razem trzeba dobrac je tak, zeby byty rézne od x i y, w przeciwnym wypadku powrdci
problem kasowania elementdw w zbiorze.

Definicja Kuratowskiego

Kazimierz Kuratowski przedstawit do dzi$s najpowszechniej stosowang definicje:
(x:y) & {{x}, {x,y3)

Rozrdznienie kolejnosci jest dos¢ proste, pierwszy element to ten, ktéry znajduje sie we

wszystkich zbiorach, a drugi to ten zawarty w tylko jednym zbiorze. Warto zauwazy¢, ze dla
y = x co prawda nastgpi ,skasowanie”:

(6 x) = {{x}, e, 13} = {{}, {x}} = {3}

Ale pomimo tego definicja kolejnosci wcigz jest poprawna!
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N-ka uporzqdkowana

Jezeli zdefiniowalismy pare uporzadkowana, to dowolng n-ke uporzadkowang mozemy
zdefiniowad za pomocg par uporzgdkowanych. Robi sie to w nastepujgcy sposdb:

xy;2) = (6 (y;2))
yizv) € (6 zv) = (6 3 (zv)))

Jest to definicja indukcyjna. Dowolng n+1-ke uporzgdkowang mozna wtedy zdefiniowac za
pomocg n-ki uporzgdkowanej i pary uporzadkowanej tej n-ki wraz z n+1 elementem:

(a1; g5 -5 Qs Ang1) = (a1;(Az5 -5 Ans Antr))
Kolejne miejsca w n-ce uporzadkowanej nazywa sie wspoétrzednymi, w analogii do przestrzeni
euklidesowej, bedacej zbiorem n-ek uporzgdkowanych o wspdtrzednych bedacych liczbami
rzeczywistymi. Teraz kiedy zdefiniowalismy n-ki uporzagdkowane mozemy zdefiniowac iloczyn
kartezjanski zbiordw, pojecie kluczowe w dalszej czesci pracy.

lloczyn kartezjanski

lloczyn (produkt) kartezjanski zbioréw definiuje sie prosto:

XXY={(;y)xeXNyeTY}
jest to zbidr zawierajgcy wszystkie pary uporzagdkowane, takie ze pierwszy element nalezy do
zbioru X a drugi do Y. Widac stad, ze jest to dziatanie nieprzemienne, poniewaz w parze
uporzadkowane;j liczy sie kolejnosé elementéw. Udowodnijmy najpierw istotne twierdzenie:

Dla dowolnych niepustych zbiordw X i Y mozemy stworzy¢ ich iloczyn kartezjanski X X Y.

Najpierw udowodnimy, ze dla dowolnych elementéw x € X i y € Y mozemy stworzy¢ pare
uporzadkowana (x;y) . Skorzystamy tu z definicji pary Kuratowskiego. Z aksjomatu
wyboru: 3{x}, {y}. Z aksjomatu sumy: 3{x} U {y} = {x, y}. Z aksjomatu pary:

3} (¥} = ()
Zbidr ten jest parg uporzgdkowang zgodnie z definicjg Kuratowskiego. Teraz udowodnimy, ze
mozemy stworzy¢ zbidr zawierajacy je wszystkie.
Z aksjomatu pary dla V(x;y)3{(x;y)} i z aksjomatu sumy dla wszystkich {(x; y)} istnieje
U{(x; y)}. Jest to zbidr zawierajacy wszystkie pary uporzagdkowane, czyli X X Y.
Z definicji n-ek uporzagdkowanych oraz naszego twierdzenia wynika, ze iloczyny kartezjanskie
wieksze]j ilosci zbiorow bedg po prostu zbiorami wszystkich n-ek uporzadkowanych o
wspotrzednych wzietych odpowiednio z kolejnych zbioréw. Poniewaz iloczyny kartezjanskie
same sg zbiorami, to mozemy tworzy¢ iloczyn kartezjariski dowolnej liczby zbiorow.

Xy XXy X XgXo =X X (X, XXy X )=X; XY
lloczyn kartezjanski n zbiorow bedzie po prostu zbiorem wszystkich n-ek uporzgdkowanych o
wspoétrzednych wzietych z kolejnych zbioréw. Dla szczegdlnego przypadku iloczynu
kartezjanskiego zbioru ,samego ze sobgy” zapisujemy jako ,zbidr do potegi”’(nie myli¢ ze
zbiorem potegowym!):
X xX =X?
XXXXX=X2xX=X3



XXXXXXX=X3xX=X*

Gdzie elementy kolejnych z tych zbioréw bedg kolejnymi n-kami uporzgdkowanymi o
wspotrzednych z tego samego zbioru X.



2.Scista definicja relacji
W ogdlnosci relacja R jest dowolnym podzbiorem iloczynu kartezjanskiego skoriczonej liczby
zbiorow 84, S5, ..., Sy
RCS XS X..XS,

Oznacza to, ze moze mie¢ dowolng, ale skoriczong liczbe argumentdéw. Fakt, ze jakis element
jest w relacji R(nalezy do relacji R) zapisujemy:

(aq,ay,...,a,) ER
Dla relacji dwuargumentowych (w praktyce kazdg mozemy do takiej sprowadzié¢) czesto
stosuje sie tez taki zapis:

xRy

Gdzie x oraz y to elementy nalezgce do relacji. Przynaleznos¢ do relacji moze by¢ okredlona
konkretnym warunkiem(zazwyczaj tylko takie do czegokolwiek sie nadajg), ale poniewaz
relacja jest dowolnym podzbiorem mozemy rdéwniez stworzyé jg sitowo, po prostu
,wpychajac” do niego okreslone elementy. Najczesciej tez stosuje sie relacje na iloczynach
typu X2, wtedy méwi sie krétko: ,relacja na zbiorze X”.

Przykfad 1
Relacjg zadang prostym warunkiem jest relacja podzielnosci na zbiorze liczb Z. Oznacza sie jg
alb.
(a;bD) ER=3TAcE€ZL:b=a-c
Do tej relacji nalezg np. pary (2; 4),(43; 86),(1; 5),(7; =7),(9; 0), ...
Ale nie nalezg pary:(0; 3),(2; 7),(86; 43),(9; 3),(11; 1) ...
Przyktad 2

Relacjg stworzong ,,na site” moze by¢ relacja na zbiorze:{A,B,C,D}. Po prostu definiujemy, ze
do relacji nalezg pary:
(4;A),(4;B),(B;B),(C;A),(4,0),(C;D),(C;B)

W graficznym widoku mozemy przedstawié jg tak(kolor zielony oznacza przynaleznosc):

AA) (BA) (GA) (D;A)

(A;B) (B;B) (GB) (D;B)

A0 BO (GC {10

(A;D) (B;D) (GD) (D;D)
Taka relacja chyba niewiele ciekawego sobg przedstawia i raczej nie jest warta wiekszej uwagi.
W tych przyktadach stosowaliémy relacje na zbiorach typu X2, byly to Z? oraz {A, B, C, D}?,
jednak w ogdlnosci nie musi tak byé. Wtasnie taka relacje wykorzystamy w kolejnym
paragrafie.

Pierwsze zastosowanie relacji: definicja funkcji!

Mowilismy na poczatku, ze funkcje definiuje sie za pomocg relacji. Przypomnijmy szklong
definicje funkcji:

Funkcjg nazywamy takie przyporzgdkowanie elementdw ze zbioru X elementom ze zbioru Y, ze
kazdemu elementowi ze zbioru X odpowiada doktadnie jeden element ze zbioru Y.



Przekonajmy sie, ze funkcja jest relacjg! Jako pierwszy takg definicje zastosowat Giuseppe
Peano. Jest ona pewnym uogdlnieniem pojecia wykresu na ptaszczyznie, bedacej witasnie
zbiorem par uporzadkowanych, zbiér X jest dziedzing, a Y przeciwdziedzing. Oczywiscie ze
zbiory X i Y moga by¢ zupetnie réznymi zbiorami, wiec tu nie musi by¢ to relacja na zbiorze
X ?(choé¢ w szczegdlnych przypadkach moze tak by¢).

Funkcja f: X — Y, to relacia R € X X Y, taka ze dla kazdego elementu ze zbioru X istnieje
doktadnie jeden element ze zbioru Y bedacy z nim w relacji. W logicznym jezyku zapisujemy
to tak:

VxEXIYyEY:(x;y) ER

(Y1) ERA(GY) ER> Y1 =Y,
Dodajac do relacji dodatkowe warunki mozemy zdefiniowad tez iniekcje i suriekcje:
Iniekcja to funkcja réznowartosciowa. Oznacza to po prostu, ze jezeli y jest w relacji zdwoma

elementami, to sg one sobie rowne. Jest to warunek analogiczny do drugiego, co zapisujemy
tak:

VxeXIAyeY:(x;y) ER
(Y1) ERAN(XY)ER=Y, =,
(x;7) ERA(x2;y) ER= X =X,
Suriekcja to funkcja pokrywajgca catg przeciwdziedzine. Wymaga to sformutowania warunku
analogicznego do pierwszego, co zapisujemy tak:
Vx XAy eY:(x;¥y) ER
(y1) ERA(Yy,) ER=> Y, =,
VyeYIxeX:(x;y) ER
| jak nam wiadomo ze szkoty tgczgc te dwa warunki otrzymujemy bijekcje, réznowartosciowa
funkcje, pokrywajgcy cata przeciwdziedzine (Wynika z tego, ze kazdemu elementowi

przeciwdziedziny przyporzadkowuje dokfadnie jeden element dziedziny). Oto jej definicja za
pomocag relacji:

Vx XAy eY:(x;y) ER
VyEYIxEX:(x;y) ER

(X;y) ERA(x;y) ER> Yy =y,

(XY ERA(xY)ER = X =Xy
Funkcje wykorzystywane sg we wszystkich mozliwych dziatach matematyki, wtasciwie ciezko
sobie wyobrazi¢ jak wygladataby nasza matematyka bez nich. Nawet dziecko w podstawdéwce
liczac jabtuszka na talerzu stosuje funkcje ze zbioru liczb naturalnych, cho¢ oczywiscie nie zdaje
sobie z tego sprawy! W szczegdlnosci bijekcje majg zastosowania w wielu réznych dziatach
matematyki. Sama mozliwos¢ formalnej definicji funkcji za pomocg pojecia relacji juz powinna
nam uswiadomi¢, jak ogélnym, podstawowym i prostym narzedziem sg relacje.



Istotne cechy relacji

Relacje mogg posiadac¢ pewne cechy dotyczace przynaleznosci pewnych elementdw do nich,
w zaleznosci od przynaleznosci innych elementéw. Niekiedy wynikajg one wprost z definicji
przynaleznosci, czasem ich dowdd jest nieco bardziej skomplikowany, ale mogg one w bardzo
istotny sposob okresli¢ relacje. Sg to na przyktad:

Zwrotnosé
Polega na tym, ze kazda para (x; x) jest w relacji.

e relacja rownosci (x jest rowny x)
e relacja podzielnosciw zbiorze Z/{0}(niezerowa liczba dzieli sama siebie)
e relacja rownolegtosci prostych(dowolna prosta jest réwnolegta do siebie samej)

Przeciwzwrotno$¢
Polega na tym, ze zadna z par (x; x) nie nalezy do relacji.
e relacja potomstwa (nikt nie moze by¢ swoim potomkiem)

e relacja inkluzji (zaden zbiér nie zawiera samego siebie)
e relacja prostopadtosci prostych(zadna prosta nie jest prostopadta do samej siebie)

Symetria
Jezeli para (x; y) jest w relacji, to wynika z tego, ze (y; x) réwniez do niej nalezy.

e relacja pokrewienstwa(jezeli on jest moim krewnym, to ja tez jestem jego krewnym)

e relacja odlegtosci w przestrzeni metrycznej (jezeli jeden przedmiot jest w odlegtosci a
od drugiego, to drugi tez jest w odlegtosci a od pierwszego)

e relacja wzglednej pierwszosci liczb catkowitych(jezeli NWD liczby a i b wynosi 1, to
NWD dla b i a tez wynosi 1)

Antysymetria
Jezeli para (x; y) nalezy do relacji, to wynika z tego, ze (y; x) do niej nie nalezy dla réznych x
iy.
e relacja potomstwa (jezeli A jest potomkiem B, to B nie jest potomkiem A)
e relacja wiekszosci (jezeli x jest wieksze od y, to y nie moze by¢ wieksze od x)
e relacja zwierzchnosci(jezeli osoba A jest zwierzchnikiem osoby B, to osoba B nie moze
by¢ zwierzchnikiem osoby A)
Przechodnios¢
Jezeli para (x; y) i para (y; z) nalezy do relacji to para (x; z) rowniez do niej nalezy.
e relacjarodzenstwa (jezeli A jest rodzenstwem B i B jest rodzenistwem C, to Ai C rowniez
sg rodzenstwem)
e relacja zwierzchnosci (jezeli A jest podwtadnym B i B podlega C, to wynika z tego, ze A
podlega C)
e relacja inkluzji(jezeli zbior A zawiera sie w B i B zawiera sie w zbiorze C, to A rdwniez
zawiera sie w zbiorze C)
Spoéjnosc
Jezeli wezmiemy dwa dowolne elementy x i y, to ktéras z par:(x; y) lub (y; x) jest w relacji.
Rzadko spotykana cecha.



o Wiekszos¢ w liczbach rzeczywistych

e Istnienie Sciezki w grafie spdjnym

e Istnienie metryki w przestrzeni metrycznej
Pustos¢

Relacja bedgca zbiorem pustym. Zadne elementy x i y nie sg w relacji. Relacja trywialna i mato
interesujaca.

e Podzielnos¢ na zbiorze liczb pierwszych
e Wzgledna pierwszos$é na zbiorze dodatnich poteg liczby naturalnej
e Dowolna relacja na zbiorze pustym

Petnosc

Relacja bedaca niewtasciwym podzbiorem iloczynu kartezjanskiego. Dowolne dwa elementy
X iy sq w relacji. Jest ona zwrotna, symetryczna, przechodnia i spdjna. Rdwnie mato
interesujaca.

e Wzgledna pierwszosé na zbiorze liczb pierwszych
e Istnienie metryki dla punktéw przestrzeni metrycznej
e Przynaleznos¢ do tego samego gatunku dla ludzkiej populacji



3.Relacja porzqdku
Cechy relacji porzqdku

Relacje porzadku pozwalajg poréwnywac elementy danego zbioru. Dowolna relacja porzadku
< na zbiorze(lub ogdlniej, klasie) X musi mie¢ dwie cechy:

(1)przechodnios¢:
XY, ZEX, xS YyANYy<zZ>Xx=x72Z
(2)antysymetria:
X,y €X, XSKy=>y%tx

Przy relacji porzadku mozemy méwi¢ o elementach mniejszych i wiekszych, ale stosuje sie tez
nazwy wczesniejszych i pdzniejszych. Ze wzgledu na zwrotnos¢ wystepuje podziat na porzadek
staby < i silny(zwany ostrym) <.

Porzadek staby cechuje sie zwrotnoscia, czyli:
Vx eEX,x<x
Natomiast w porzadku silnym wystepuje przeciwzwrotnosc¢:
Vx eX,x £ x

Majac dany porzadek staby < mozna fatwo na jego podstawie zdefiniowac¢ porzadek silny <
dodajac do niego warunek nieréwnosci elementow:

x<ye xsSyAx+y)
Szczegolne relacje porzqgdku

Szczegdlnym przypadkiem relacji porzadku jest porzadek liniowy. Charakteryzuje sie on tym,
Ze za jego pomocg mozna porownac¢ dwa dowolne elementy zbioru, czyli jest on spdjny:

(3)spojnosc:
Vx,yEX,xSyvVy=s<x

Jezeli porzadek liniowy na jakim$ zbiorze X ma te szczegdlng wtasnosé, ze dowolny jego
podzbior ma element najmniejszy:

VA:ACX,Ix e A:VyEA:x <y
To nazywany jest dobrym porzgdkiem. Najlepszy przyktad to porzadek w liczbach naturalnych.

Innym szczegdlnym przyktadem porzadku liniowego jest porzadek gesty. Dla dowolnych
dwdch elementéw zbioru mozemy znalezé element pomiedzy nimi:

Vx,y EXANx<ydzzx <z <y

Jezeli na danym zbiorze da sie zdefiniowaé gesty porzadek to zbiér nazywamy gestym.
Najlepsze dostepne przyktady to zbidr liczb wymiernych i rzeczywistych.
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Przyktady relacji porzqgdku
Porzadek liczb naturalnych

W teorii mnogosci przeprowadza sie konstrukcje zbioru liczb naturalnych przy pomocy ich
reprezentacji w postaci zbioréw, w nastepujacy sposob:

0=0
1= {0}
2 =1{0,1}
3 =1{0,1,2}
4 ={0,1,2,3}

Mozemy zdefiniowac relacje porzadku stabego na danej zasadzie:
a=1{01,..,a—-1}cb={01,..,.b—1}=a<b

| wyzej zaprezentowang metodg mozna dalej zdefiniowaé silny porzadek (réwnos¢ liczb
naturalnych to identycznos¢ zbioréw, ktére je reprezentuja, a ta definicja wynika w wprost z
aksjomatu ekstencjalnosci w teorii mnogosci). Ewentualnie mozemy wybraé alternatywng
metode, od razu wprowadzajacg silny porzadek:

aeb={01,...b—1}=a<b
Dzieki temu mozemy wprowadzi¢ porzgdek na catym zbiorze:
0<1<2<3<4<5<6<K7<
Bedzie to dobry porzadek.
Porzadek alfabetyczny

Mozemy takze rozpatrywac porzgdek na dowolnym skoriczonym, albo nieskorficzonym zbiorze,
gdzie kazdemu elementowi mozemy przypisa¢ liczbe naturalng. Porzadkiem takim jest
porzadek alfabetyczny w alfabecie tacifnskim:

A<B<(C<D<KE<S--<X<Y<Z

Dzieje sie tak poniewaz kazdemu elementowi zbioru {4,B,C, ...,Z} przypisalismy liczbe
naturalng, na podstawie, ktérej oznaczamy ich kolejnosc.:

0-A41-B,2-C,3-D,4>FE,..,24-7
To réwniez bedzie dobry porzadek.
Porzadek liczb porzadkowych

Relacje porzadku z Przyktadu 1 mozna uogdlni¢ na klase(bo nie tworzg one zbioru)
nieskonczonych liczb porzagdkowych, konstruowanych w analogiczny sposéb do liczb
naturalnych, ale z uzyciem teoriomnogosciowego aksjomatu nieskoriczonosci. Przyktady:

w ={0,1,23,..}
w+n={0123 .., 0,0+1,..,0+n—-1}
20 ={0,1,23 ..., 0,0+ 1, w+2,..}

w? ={0,1,2, ..., @, e..,20, ...,3W, v\ . }



Tutaj rowniez dziata zasada z przyktadu 1, poniewaz np. w reprezentuje zbior wszystkich liczb
naturalnych, dowolna liczba naturalna bedzie od niej mniejsza, bo znajduje sie w zbiorze w,
ewentualnie jej zbiér zawiera sie w zbiorze w. Tu réwniez da sie okresli¢ relacje dobrego
porzadku:

0<1<2< << < <2w< - <wW?< - <w? < -
Porzadek niestandardowy

Na jednym zbiorze mozna zdefiniowaé rézne relacje porzadku! Jako przyktad mozna podaé
liczby naturalne. Zdefiniujemy na nich niestandardowy porzadek: liczba zero bedzie
najmniejsza, potem 1, potem liczby porzadkujemy wedtug ilosci ich dzielnikdw pierwszych
(niekoniecznie réznych), a w zbiorach liczb majgcych identyczng ilos¢ dzielnikdw wedtug
standardowego porzadku.

0<1<2<3<5<:++<4<6<9<<8<K12<18<K "
Réwniez jest to relacja porzadku!
Porzadek leksykograficzny

Dla ciggdw elementdéw, dla ktérych okreslono porzadek, rowniez mozna okresli¢ porzadek.
Jest to tak zwany porzadek leksykograficzny. Tak jak porzadek alfabetyczny z liter da sie
przenies¢ na stowa, tak z dowolnych elementéw porzadek mozna przenies¢ na ich ciagi.
Porzadek ten okredla sie nastepujgco:
(1) Jezeli w ciggach a i b istnieje takie n, ze Vk < n,a, = by, a a, # b,, to wtedy jezeli
a, < b,,toa<b.
(2) Jezeli takie n nie istnieje, to cigg krétszy jest wczesniejszy niz dtuzszy(odnosi sie to tez
do ciggdw nieskonczonych).
(3) Jezeli obydwa ciagi sg tej samej dtugosci, to a = b.
Dla przyktadu ze standardowego porzgdku w liczbach naturalnych:
(1,1,2,1) < (1,1,3,1)
(3,3,3) < (3,3,3,34,5)
(4,3,2,1) < (0,1,2,34,5, ...)
(2)1)5) = (2l1l5)
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4.Relacja rownowaznosci
Relacja rownowaznosci R na zbiorze X jest szczegdlng relacjg dwuargumentowg. Musi by¢
ona:
Zwrotna
Vx €X,(x;x) ER
Symetryczna
Vx,y EX,(x;Y) ER = (¥;x) ER
Przechodnia
Vx,y,ZEX,(x;y) ERAN(y;2) ER= (x;2) ER

Jest ona niejako uogdlnieniem pojecia réwnosci na znacznie szersze typy relacji i zbioréw.
Zazwyczaj relacje rownowaznosci miedzy dwoma elementami(nazwijmy je x i y) oznacza sie
poprzez x ~ y lub x = y. Niezwykle istotng cecha relacji réwnowaznosci na danym zbiorze
jest dokonywanie podziatu na klasy abstrakcji(zwane klasami réwnowaznosci lub warstwami).

Klasy rownowaznosci

Pojecie klasy jest to uogdlnienie pojecia zbioru, podstawa teorii klas stworzonej dla
uzupetnienia niedogodnosci teorii mnogosci. Klasa jest to (najbardziej intuicyjnie) obiekt, do
ktorego nalezg elementy spetniajgce pewien warunek wyrazony w jezyku teorii mnogosci.
Jezeli nie ma zbioru spetniajgcego takie warunki (np. zbiér wszystkich zbioréw), jest klasa
spetniajgca takie warunki(np. klasa wszystkich zbioréw). Kazdy zbiér jest klasg i w naszych
przyktadach nie bedzie koniecznosci uzywania klas, ktére nie sg zbiorami, dlatego poje¢ tych
mozemy tu uzywaé wymiennie.

Klase abstrakcji zwigzang z relacjg rownowaznosci ~ definiujemy:

[x]. = {y e X:y ~ x}

Czyli jest to zbidr wszystkich elementéw bedacych ze sobg w relacji rownowaznosci. Element
X nazywany jest reprezentantem danej klasy, moze to by¢ dowolny element wchodzacy w
sktad tej klasy. Jezeli jakas relacja réwnowaznosci ma tylko jedng klase to jest relacjg petna.
Takze rozpatrywana wewnagtrz dowolnej klasy rownowaznosci, ta relacja bedzie relacjg petna.

Przestrzen ilorazowa

Z relacja rownowaznosci ~ na zbiorze X zwigzane jest pojecie przestrzeni ilorazowej X' /...
Jest to zbidr zawierajgcy wszystkie klasy réwnowaznosci tej relacji dla zbioru X.

X/.={K:K = [x].Ax € X}
Dla wybrednych matematykéw mozna jeszcze uzasadni¢ istnienie tego zbioru. Z aksjomatu

pary wynika istnienie dla kazdego zbioru K zbioru {K,K} = {K}. Stosujgc do wszystkich
zbioréw {K} aksjomat sumy dostaniemy zgdany zbiér X /...

13



Wazne twierdzenia dotyczqce relacji rownowaznosci

Ponizej troche oczywiste, ale bardzo istotne twierdzenia zwigzane z relacjami réwnowaznosci
na dowolnym zbiorze X. Ich dowody wynikajg niemal wprost z definicji, ale warto je znaé, bo
mowig nam o najistotniejszych cechach wyrdzniajacych relacje réwnowaznosci sposrod
innych relacji.

1) Zadna klasa dla niepustego X nie jest pusta.

Wynika to wprost z definicji klasy rwnowaznosci. Zawiera ona wszystkie elementy bedace ze
sobg w relacji rwnowaznosci, poniewaz z definicji relacji réwnowaznosci kazdy element X
bedzie rownowazny sobie samemu, istnienie elementéw rownowaznych sprawia, ze nie moze
by¢ pustej klasy.

2) Dowolny element zbioru X nalezy do jakiejs klasy abstrakcji.

Z warunku zwrotnosci Vx € X, x ~ x czyli jest w relacji z jakim$ elementem, dlatego nalezy
do klasy zawierajgcej przynajmniej jego samego, choéby byta ona jednoelementowym
zbiorem.

3) Suma mnogosciowa wszystkich klas abstrakcji zbioru X daje zbior X.

Poniewaz dowolny element zbioru X nalezy do jakiejs klasy K , to wszystkie elementy zbioru
nalezg do ktérejs z klas K i z definicji klasy abstrakcji, zadna nie zawiera elementu, ktérego nie
zawiera X. VK—3x:x € K A x & X. Dlatego ich suma mnogosciowa jest zbiorem majacym
takie same elementy jak X, czyli jest zbiorem X (aksjomat ekstensjalnosci).

4) Dwie rézne klasy abstrakcji przecinajg sie pusto.
Niech dwie klasy K;i K,posiadajg niepuste przeciecie P = K; N K,. Jezeli jest ono niepuste,
to Je:e € P, czylie € K; ANe € K, . Z definicji klasy abstrakcji Vx:x € K;,x ~e i Vy:y €
K,,y ~ e. Z warunku przechodniosci relacji wynika, ze: Vx € K;,y € K;,x ~y. Wynika z
tego, ze dowolne dwa elementy tych klas s3 w relacji rGwnowaznosci, czyli K; = K.
Otrzymana sprzeczno$¢ koniczy dowdd, czyli K; # K, = K; N K, = @.

5) Kazda relacja rownowaznosci powoduje rozbicie zbioru na roztaczne klasy

Z twierdzenia 1, wynika, ze kazdy element znajdzie sie w ktéryms z podzbiordéw, czyli caty zbiér
bedzie podzielony, a z twierdzenia 3 wynika, ze bedg one roztgczne. Twierdzenie to zwane jest
zasadg abstrakcji.

6) Z kazdym takim podziatem moina powigza¢ pewna relacje réwnowaznosci
(Twierdzenie odwrotne do zasady abstrakgcji).

Relacja nie bedzie zbyt wyszukana, jest nig po prostu przynaleznosc to tego samego podzbioru
K:x ~y & x,y € K. Jest ona zwrotna, bo kazdy element nalezy do tego samego zbioru, co
on sam. Jest ona symetryczna, bo kolejno$¢ wymienienia elementéw w zbiorze nie ma
znaczenia i jest ona przechodnia, bo jezeli x,y €K i y,z€ K to zbiéor K zawiera
elementy: x, y, z, wiec x, z € K. Czyli jest to relacja rownowaznosci.

7) Klas abstrakcji nie moze by¢ wiecej niz elementéw zbioru

Stworzmy funkcje f: X — X/, zdefiniujmy jg jako: f(x) = [x]. Jest to suriekcja, poniewaz
zgodnie z twierdzeniem 1 nie ma klas pustych, czyli kazda klasa jest wartoscig co najmniej
jeden elementu z X'. W mysl definicji mocy zbioru wzietych z teorii mnogosci poniewaz
mozemy utworzyc suriekcje f: X — X/, to w takim razie: [ X /.| < |X]|
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Przyktady relacji rownowaznosci
Rodzenstwo

Mamy zbiér ludzi L = {l4,1,, ..., [,,}. Definiujemy na nim relacje R. Dwéch ludzi jest w tej
relacji, jezeli jest rodzenstwem, to znaczy ma takiego samego ojca i matke(nie uwzgledniamy
rodzenstw przyrodnich ani adopcji). Dowiedziemy réwnowaznosci z definicji:

Relacja jest zwrotna, bo kazdy ma tego samego ojca i matke, co on sam.

Relacja jest symetryczna, bo jesli osoba [; ma tych samych rodzicoéw co [}, to jest oczywiste, ze
l;ma tych samych rodzicéw, co [;.

Relacja jest tez przechodnia, bo jesli osoby [,oraz [, maja tych samych rodzicéw, oraz osoby L,
i [, maja tych samych rodzicéw, to réwniez L, i I, bedg mie¢ tych samych rodzicéw.

Dlatego relacja R podzieli zbiér L na roztaczne podzbiory R4, ...,R, zawierajace osoby
bedace rodzenstwami.

Klasy (réwnowaznosci) szkolne

Przyktad z zycia wziety! Dowiedziemy go tym razem z twierdzenia odwrotnego do zasady
abstrakcji. Oznaczmy zbidér wszystkich uczniéw danej szkoty przez S, a klasy szkolne jako
Ky, K,, K3, ..., K, a ucznidw tej szkoty jako elementy uy, u,, us, ..., Uy, € S.

Pomijajac pewne (indywidualne...) przypadki, zadna osoba nie chodzi do dwéch lub wiecej klas
naraz. Zatézmy, ze w naszej szkole nie ma takich przypadkow, czyli:

Vi,j €{0,1,..,n}i#,K,NK; =0
Kazdy uczen w szkole chodzi do jakiejs klasy:
vu;:i € {0,1,..,m},u; EK;V..Vu; €K,

Poniewaz kazdy element nalezy do ktérejs z klas i zaden nie nalezy do wiecej niz jednej naraz,
to rodzina K4, K,, K3, ..., K, jest podziatem zbioru § na rozfaczne podzbiory i mozna z nim
powigzac relacje réwnowaznosci, ktérg bedzie chodzenie do jednej klasy

Reszta z dzielenia

Reszty z dzielenia w trzeciej klasie szkoty podstawowej wydawaty sie mato przydatnym
dodatkiem. Dowolna liczba catkowita a moze byé podzielona z resztg przez inng liczbe
catkowitg b w postaci:

a=b-n+r
Gdzie n nalezy do liczb catkowitych, a r do liczb naturalnych. Jezeli a jest podzielna przez b, to
wtedy r = 0.

Relacje przystawania modulo n definiujemy jako posiadanie przez dwie liczby catkowite tych
samych reszt z dzielenia przez n. Najpierw dowiedziemy, ze relacja jest zwrotna.

Dowolna liczba catkowita ma jednoznaczng reszte z dzielenia przez n. Dowodzi sie tego nie
wprost:

a=b-n+r=c-n+n
(b—C)n+T1=T2

b—cn=nr,—n
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Reszta z dzielenia lewej strony przez n wynosi O:
O=nr,—n
rn="n

Czyli przy dzieleniu przez n kazda liczba daje tylko jedng reszte, wiec ma takg samg reszte z
dzielenia jak ona sama.
Relacja jest symetryczna, poniewaz opiera sie na réwnosci liczb catkowitych, tego samego
powodu bedzie tez przechodnia. Dzieli ona zbidr liczb catkowitych, na klasy, w ktérych kazda
liczba ma te samg reszte z dzielenia przez n. Na przyktad dla n = 3 bedg one wyglagdaé w ten
sposob:

[0]; =[...,—9,—6,—1,0,3,6,9,12, ...]

[1]; =]...,—8,—5,-2,1,4,7,10,13, ...]

2l =[...,—7,—4,—-1,2,5,8,11, 14, ...]
Przystawanie modulo n zapisuje sie symbolem = i zapisuje tak:

1 = 4 (mod 3)

Zbior Z ze zdefiniowana relacja przystawania mod n oznacza sie Z,,.
Podzielna réznica poteg

Profesor na obozie matematycznym zadat nam do rozwigzania pewien problem: dwie liczby
naturalne sg w relacji:

a~b & 3k € N: 10|a* — b*
Czy ta relacja jest relacjg rownowaznosci? A jesli jest to jakie bedg jej klasy rownowaznosci?

Relacja jest oczywiécie zwrotna, bo: a®¥ — a* = 0, a zero jest podzielne przez wszystko. Relacja
jest takze symetryczna z podzielnosci w liczbach catkowitych. 10|a* — b¥, to:

b¥ —a* = —(a* — b*) i réwniez bedzie podzielne przez 10. Problem jest z dowodem

przechodniosci relacji:
{am —pb™ =10k
b™ —c™ =101
{am =10k + b™
¢ =—-10l+ b"
{am” = (10k + b™)"
c™ = (b™" —-10OH)™
a™ —c™ = (10k + b™)" — (b™ — 10)™
a™ —c™ =108, + b™ — b™" 4+ 1085,
a™ —c™ =10(5; + S,)
Podstawione tu wartosci S; S, odpowiadajg wartosciom (10k + b™)™ — b™" oraz

(b™ — 101)™ — b™" podzielonym przez 10. Bedg one podzielne przez 10, poniewaz usuwamy
z sumy(powstatej z rozwiniecia wzoru w szereg dwumianu Newtona) niepewny element b™",
a pozostate elementy w tej sumie sg podzielne przez kolejne potegi 10k lub -10l, czyli cata
suma bedzie podzielna przez 10. Relacja jest zwrotna, symetryczna oraz przechodnia, czyli jest
relacja rdwnowaznosci. Jej klasy abstrakcji zalezg od cyfr jednosci w postaci dziesietnej
kolejnych poteg liczb konczacych sie na kolejne cyfry. Jezeli dwie liczby do pewnej potegi
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konczg sie na tg samg cyfre jednosci, to w takim razie sg w tej samej klasie. Oto symboliczna

prezentacja cykli jakie tworzg te cyfry:
00000
11111
24802
39713
46404
55555
66606
79317
84208

91919

Po zastosowaniu metody ,z géry na doét” i ,ktéra cyferka sie powtarza” widzimy, ze mamy
cztery klasy abstrakcji: [0], [1],[2],[5]. Zadanie profesora rozwigzane, cho¢ najciezej byto
wpasé na pomyst z przechodnioscia.
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5.Zastosowania relacji rownowaznosci

Relacje réwnowaznosci stosuje sie w matematycznych dowodach i konstrukcjach, w ktérych
nalezy podzieli¢ jaki$ zbidr na roztgczne podzbiory. Do tego pewne szczegdlne cechy zwigzane
z klasami réwnowaznosci i przestrzenig ilorazowga rowniez majg swoje zastosowanie.

Konstrukcje liczbowe

Najbardziej zachwycajgcym zastosowaniem przystawania jest konstrukcja nastepnych w
kolejnosci zbioréw liczbowych. Konstrukcja zbioru liczb naturalnych za pomoca
teoriomnogosciowe] reprezentacji zostata przedstawiona w paragrafie o relacji porzadku.
Teraz, majac liczby naturalne mozna sie zabrac za konstrukcje liczb catkowitych.

Konstrukcja liczb catkowitych

Zatézmy, ze mamy zbidér liczb naturalnych z dziataniami dodawania i mnozenia. Liczby
catkowite zdefiniujemy jako pary uporzadkowane liczb naturalnych ze zbioru N?. Liczby
catkowite, czyli pary (a; b), powinny odpowiadaé warto$ciom wyrazenia(a; b) = a — b , ktére
jest w stanie wyjsé poza zbidr liczb naturalnych, jednak to bytoby sprzeczne z algebraiczng
definicja dziatania. Sprobujmy jednak zdefiniowac rownosé: (a; b) = (c; d), jak podpowiada
intuicja wiele par (nieskoriczenie wiele) bedzie dawad tg sama liczbe... Sposdb, aby sobie z tym
poradzi¢, to zastosowac relacje rownowaznosci.

Poniewaz nie mozemy zapisaé¢: a — b = ¢ — d, réwnos¢ definiujemy:
(a; )=(c;d)e=a+d=c+b

Relacja réwnosci jest zwrotna, symetryczna i przechodnia. Jako relacja rwnowaznosci dzieli
ona zbiér N? na roztaczne klasy abstrakcji. Wszystkie pary w danej klasie bedg reprezentowaé
jedng liczbe catkowita.

[(0;2),(1;3),(2;4),(3;5),(4;6) ...]

[-2] =

[—1] = [(0; 1), (1;2),(2;3),(3; 4),(4; 5) ...]
[0] =[(0;0),(1;1),(2;2),(3;3),(44) ..]
[1] = [(1;0),(2;1),(3;2),(4;3),(5:4) ...]
[2] =

(2;0),(3;1),(4;2),(5;3),(6;3) ...

Teraz nawet dziatanie odejmowania mozemy zdefiniowaé jako dodawanie elementu
przeciwnego, jednak o dziataniach na klasach rownowazno$ci mowa bedzie w dalszej czesci
pracy. Tej konstrukcji mozna tez uzyé, by od razu wprowadzié relacje porzadku na liczbach
catkowitych. Tak jak przy réwnosci, sprowadzimy jg do porzgdku na zbiorze liczb naturalnych,
ktory juz zdefiniowalismy:

(a; )< (c;d)e=a+d<c+b
| dzieki temu uzyskujemy porzgdek na zbiorze liczb catkowitych:

<3< -2<-1<K0<K1I2<K<3<K
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Konstrukcja liczb wymiernych

Mamy juz zbidr liczb catkowitych i dziatania dodawania i mnozenia. Do konstrukcji zbioru liczb
wymiernych dodawanie sie nie przyda. Jest ono wewnetrze dla zbioru liczb catkowitych(a
nawet stanowi na nim grupe), co oznacza, ze dla zadnych dwdch argumentéw nie wyjdzie poza
ten zbidr. Dlatego wezmiemy pary uporzagdkowane ze zbioru liczb catkowitych, ale teraz beda
one odpowiada¢ dzieleniu(dlatego drugim elementem nie moze by¢ zero!).Niech wiec
(a; b) = %, ale poniewaz operacja znowu wychodzi poza zbidér, definiujemy réwnos$é za
pomocy wewnetrznego mnozenia:
(a;b)=(c;d)=a-d=c-d

Dzieki relacji réwnowaznoéci dzielimy zbiér Z2 na roztaczne klasy abstrakcji. Kazda liczba
wymierna jest wtasnie reprezentantem wszystkich takich par w danej klasie:

[0] = [(O, 1)' (O, _1): (0; 2)! (0; _2)' (Or 3)! ]
[1] = [(1; 1), (=1; -1),(2;2), (—2; =2),(3;3), ...]
[_1] = [(_1' 1)1 (1: _1)' (_ZI 2): (21 _2)1 (_3, 3)! ]

1
[E] = [(1;2), (=1;=2), (2; 4), (=2; —4), (3; 6) ...]

1
[_E = [(=1;2)(1; —2)(—2; 4)(2; —4)(~3; 6) ...]

W liczbach wymiernych dzielnie zamienia sie w mnozenie przez element odwrotny. Takze na
nich mozna zdefiniowac relacje porzadku przenoszac jg ze zbioru liczb catkowitych.
(gh)<(cgd)ye=a-d<c-d
Nie mozemy tu przedstawi¢ wszystkich liczb wymiernych na danym odcinku (zbiér gesty),
dlatego przedstawimy kilka z nich:
1

2

W] =
N[ =

Konstrukcja liczb rzeczywistych

Zdefiniowanie zbioru liczb rzeczywistych za pomoca liczb wymiernych jest bardziej
skomplikowane. Istniejg trzy metody, jedna polega na przekrojach Dedekinda, ale cho¢ jest
prostsza, to nie bedziemy jej omawiaé. Druga korzysta z ciggdw cyfr i liczby catkowitej. Trzecia
korzysta z relacji rdwnowaznosci, choé zupetnie innego typu, a praca poswiecona jest relacjom
rownowaznosci. Dlatego bierzmy sie do jej przedstawienia.

Metoda ta korzysta z ciggdw Cauchy’ego i tego, ze liczby wymierne mogg przyjmowac wartosci
dowolnie bliskie liczbom rzeczywistym, nawet niewymiernym i wartosci dowolnie bliskie zera.
Wyobrazmy sobie zbiér wszystkich mozliwych ciggéw liczb wymiernych , nazwijmy go S.
Rozpatrzymy jego podzbior: ciggi Cauchy’ego (oznaczmy przez € ). Cigg Cauchy’ego
charakteryzuje sie tym, ze dwa dowolne jego wyrazy za odpowiednig liczbg naturalng lezg
dowolnie blisko siebie:

Veeq+ Fken: Vicnmenl@n — am| < €

Oczywiscie ciggi Cauchy’ego sg nieskoficzone. W ogdlnosci € maze naleze¢ do liczb
rzeczywistych dodatnich, jednak poniewaz je definiujemy, nie mozemy odwotac sie do nich
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samych. Poniewaz liczby wymierne przyjmujg wartosci dowolnie bliskie 0, w zupetnosci
wystarczg, aby € byt dowolnie maty.

Zdefiniujmy na nim relacje: dwa ciagi a,i b,, s ze sobg w relacji, jesli:
Veeq* Iken: Vnsklan — bnl < €
Relacja bedzie zwrotna poniewaz:
V.la,—a, =0< EeQr
Relacja bedzie symetryczna, poniewaz:
lan — bl = |by — ayl
Wiec 7}Li_r>£1<)|c7t,l — b, =71i_r)r010|bn —a,|, czyli jezeli rlli_r)glolan —b,| =0, czyli spetnia warunek

relacji, to takze lim |b,, — a,,| = 0, wiec rowniez jest w relacji.
n—-oo

Relacja przechodnia, poniewaz:

Jezeli lim |a,, — b,| =0i lim| b, — ¢,| =0, to z tego wynika:
n—-oo n—oo
lim| a, — c,| = lim| a, — b, + b, — c,|
n—->0oo n—-oo

lim | an — by + by, — Cnl = %l_r)gol (an — by) + (b — Cn)l

n—oo
1im | (an = bp) + (b = )| = [ 1im [ (@n = bp) + (b — )]
| lim [ (an = bn) + (bn = c)]| = | lim (@ = by) + lim (b, = cy)|
uingo (an = by) + lim (ba — cw)| = 10+ 0] =0

Poniewaz relacja jest zwrotna, symetryczna i przechodnia, jest relacjg réwnowaznosci i dzieli
zbidr wszystkich ciggédw Cauchy’ego liczb wymiernych € na roztaczne klasy réwnowaznosci.
Granice tych ciggdw to liczby rzeczywiste, ciggi znajdujgce sie w jednej klasie majg t3 sama
granice. Uwaga techniczna: jako reprezentantéw klas abstrakcji liczb wymiernych najlepiej
wybrac state ciggi liczb wymiernych.

Mozemy zdefiniowac tez relacje porzadku na zbiorze liczb rzeczywistych. Poniewaz kazdg z
nich reprezentuje cigg liczb wymiernych, a relacje porzadku na liczbach wymiernych mamy
zdefiniowang, dla dwéch liczb a, b € Ri ciagdw a,,, b,, € €, ktére je reprezentuja:

a< b (=4 EIkeN:Vk<neN an < bn

Tu wygodniej najpierw zdefiniowac silny porzadek. Réwnosé a = b to przynaleznos¢ ich
ciggow do tej samej klasy rownowaznosci. Jezeli potrzebny nam staby porzadek:

a<bs (a<bVva=b)

Zdefiniowalismy zbidr liczb rzeczywistych R z porzadkiem liniowym i jak potem zobaczymy,
rowniez dziataniami dodawania oraz mnozenia. Jest to podstawa w matematyce, uzywana
niemal we wszystkich jej dziatach. Majac relacje réwnowaznosci mozna je zdefiniowac z
samego zbioru N w trzech krokach, o wystarczajgco pokazuje jej uzytecznos$é. Z twierdzenia 7
w paragrafie o istotnych twierdzeniach zwigzanych z relacjg réwnowaznosci wynika, ze z
zadnego zbioru nie mozemy skonstruowac zbioru o wiekszej mocy niz on sam. Wynika z tego,
ze zbiory liczb catkowitych i wymiernych maja te samg moc co naturalnych. Zbior liczb
rzeczywistych mie¢ jej nie musi (i jak wiemy nie ma), bo do jego konstrukcji nie
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wykorzystujemy zbioru liczb wymiernych, ale zbior ich ciggéw (ktéry ma wiekszg moc). Teraz
pora zaprezentowaé¢ metody dowodzenia twierdzen wykorzystujgce relacje rownowaznosci.

Dowody twierdzen

Relacje réwnowaznosci moga by¢ przydatne, kiedy w dowodzie twierdzenia trzeba podzieli¢
jakis zbior na roztgczne podzbiory. Bywa to szczegdlnie uzyteczne zwtaszcza w potgczeniu ze
ztfowrogim aksjomatem wyboru. Poniewaz przestrzen ilorazowa tworzona przy uzyciu relac;ji
réwnowaznosci jest rodzing niepustych i roztagcznych zbiorédw (patrz istotne twierdzenia w
paragrafie o relacji rownowaznosci), mozemy od razu przystgpi¢ do jego uzycia.

Dowolne funkcje
TW :Dla dowolnych niepustych zbioréw A i B mozemy stworzy¢ funkcje f: A — B.

Z twierdzenia na poczatku pracy wynika, ze dla dowolnych niepustych A i B mozemy stworzy¢
iloczyn kartezjanski A X B. Teraz nalezy pokaza¢, ze dla dowolnego takiego iloczynu istnieje
podzbidr spetniajgcy cechy funkcji. Aby to zrobi¢ dzielimy A X B za pomocay relacji
rownowaznosci:
(a;b) ~(c;d) ®a=c

Jest ona zwrotna, bo dla dowolnej pary (a; b), a = a. Jest ona symetryczna, bo jezelia = c,
to wtedy ¢ = a. Jest ona przechodnia, bo jezeli (a; b)~(c;d) A (c; d) ~ (e; f), to z definicji:
a=cAc=e,awieca = c = e, czylia = e. Czyli jest ona relacjg réwnowaznosci. Dzieli ona
zbiér A X B na klasy rownowaznosci a4, a,, a3 ..., w ktorych wszystkie pary majg ten sam
pierwszy element ze zbioru A, oraz dowolny element drugi ze zbioru B. Przestrzen ilorazowa
A X B/ . jestrodzing tych klas a;, a;, a;z ... .

Nasze zbiory sg roztgczne i niepuste, wiec mozemy zastosowa¢ AC. Na mocy aksjomatu
wyboru istnieje zbiér F (zwany selektorem), zawierajgcy doktadnie jeden element z kazdej
klasy rGwnowaznosci. Zbiér F spetnia cechy funkcji:

Vx,xEF =x€eU =x€AXB,czyliF € A X B, awiec jest relacja.

Poniewaz V(aq,by),(ay by):(as,by) € a; A(ay, by) € a; = a, #a, . Poniewaz kazdy
element zbioru F pochodzi z innej klasy q;, to:
V(aq,b),(a,, b):(as,b) € F A(ay,b) € F = a, # a,, czyli wynika z tego:
(a,b;) e FA(a,b,) EF = by =b,
Zbidr F jest wiec relacjg, ktdra spetnia cechy funkcji. Z tego, ze w kazdej klas a4, a,, as ... Byty

wszystkie elementy b € B, wynika ponadto, ze nasza funkcja moze miec jako przeciwdziedzine
dowolny podzbiér zbioru B.

Tak dla formalnosci, poniewaz powiedzielismy, ze nasze TW jest réwnowazine AC ,
wypadatoby to udowodni¢, dowodzac AC za jego pomocg . Mamy wiec dowolng rodzine R
roztgcznych i niepustych zbioréw ;. Z aksjomatu sumy istnieje US;, czyli zbidr zawierajacy
wszystkie elementy zbioréw S;. Z twierdzenia wynika, ze mozemy stworzy¢ funkcje f: R —
US;. Z naszego twierdzenia wynika tez, ze dla kazdego S;, f(S;) moze przyjmowac dowolne
wartosci nalezgce do US;. Niech wiec funkcja przyjmuje tylko te wartosci, ktére naleza do jej
argumentéw (ktérymi sg zbiory). Przeciwdziedzina f jest selektorem U, ktérego istnienie
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postuluje AC, a f jest funkcja wyboru postulowang przez AC. Kazdy ze zbioréw S; z definicji
funkcji ma tylko jeden element wspdlny z U, co odpowiada tresci AC. Poniewaz:

AC > TW = AC ,to w takim razie: AC & TW

| rownie dobrze moglibySmy je przyjgé jako ostatni aksjomat teorii ZFC, a AC nazywac
twierdzeniem, ale przyjeto sie przyjmowac AC jako aksjomat.

Podzbidér odpowiedniej mocy
Dla dowolnych zbioréw X i Y(takze nieskoriczonych), Y posiada podzbiér réwnoliczny z X:
VX, Y:|X| <|Y|3P:P cY A|X| =|P]|

Jezeli X = @, to dla dowolnego Y, @ c Y, mozemy zatozy¢ wiec, ze X # @. Z definicji mocy i
relacji porzagdku miedzy mocami w teorii mnogosci, jezeli |X| < |Y|, to mozemy utworzy¢
funkcje f:Y = X, ktdéra bedzie suriekcja, ale nie iniekcjg. Utworzymy nastepujaca relacje
rownowaznosci na zbiorze Y, dla jego elementéw:

x~y & f(x) = f(y)
Relacja jest zwrotna, bo dla dowolnego x, f(x) = f(x). Jest ona symetryczna, bo jezeli
f(x) = f(y) = f(y) = f(x). Jest ona przechodnia, bo jezeli f(x) = f(y) A f(y) = f(2), to
wtedy f(x) = f(y) = f(z) = f(x) = f(2). Czyli jest to relacja réwnowaznosci i dzieli zbior
Y na klasy rownowaznosci &;. W kazdej z klas §; zebrane sg elementy o tej samej wartosci
funkgji f.

Teraz korzystamy z aksjomatu wyboru dla przestrzeni ilorazowej Y /... Utworzony selektor P
posiada po jednym elemencie z kazdej klasy &;, wiec f: P — X, bedzie iniekcja, bo dla kazdego
elementu f przyjmuje inng wartosé. Bedzie ona réwniez suriekcja, bo kazdemu elementowi z
X mozna przyporzagdkowac klase &;, a poniewaz w zbiorze P jest tyle elementow co klas w
Y /., to kazdemu elementowi zbioru X mozna przyporzagdkowac jeden element z P. Czyli
f: P — X pokrywa caty zbidr X. Poniewaz f:P — X bedzie bijekcjg wynika z tego: |P| = | X|.
PcY, poniewaz VxixEP=>x €& =>x €Y. Wiec P jest podzbiorem o szukanych
wtasnosciach.

Moc grupy i podgrupy

Nieco wiecej o tych strukturach bedzie w rozdziale 6. Na razie zadowolimy sie informacja, ze
grupa to zbior S ze zdefiniowanym na nim dziataniem *, oznacza sie go (S,*) ktére jest:

(1) Wewnetrzne:Vx,y ES,x xy € S

(2) taczne:Vx,y,z €S, (x xy) xz = x * (y * 2)

(3) Elementy neutralny:3e,€ S:Vx ES,xxe=xANexx =Xx

(4) Odwracalne: Vx € SAx' € S:x*xx' =eAx'*x =e
Jezeli dziatanie jest przemienne, to grupe nazywamy abelowa. Moc zbioru S okresla sie jako
rzad grupy. Jezeli IAP: P c S, ktdry spetnia definicje grupy dla dziatania x, oraz |[P| > 1to P
nazywamy podgrupg. Jezeli [P| = 1, to jest to podgrupa trywialna, zawierajaca tylko element
neutralny e. W wypadku dla ktérego w S nie istnieje podgrupa nietrywialna, to grupe (S,*)
nazywamy grupg prosta. Twierdzenie Lagrange’a méwi, ze:
Dla grupy skoriczonego rzedu, jej rzqd jest podzielny przez rzqd jej dowolnej podgrupy.
W dowodzie wykorzystamy relacje réwnowaznosci zwigzang z konkretng, dowolnie wybrang
podgrupg IP. Dwa elementy a, b € S uznajemy za réwnowazne:
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a~bsaxb eP

Relacja jest zwrotna, bo axa’' =a'xa=e, a e € P z warunku elementu neutralnego.
Relacja jest symetryczna, poniewaz b xa’ = (a x b")":
(axb)yx(bxa')=ax((bxb')xa'=axexa' =axa =e
Wiec z warunku odwracalnosci dla a x b’ € IP wynika:b *x a’ € IP. Relacja jest przechodnia,
poniewaz jezelia x b' € P A b x ¢’ € P toz warunku wewnetrznosci: (a x b") x (b xc¢') € P.
Korzystajac z fgcznosci dziatania dla tych wyrazen:
(axb)x(b*xc)=ax(b' *b)xc' =axexc'=ax(exc')=axc’
Czyli jest to relacja réwnowaznosci, ktéra podzieli grupe na roztgczne podzbiory. W teorii grup
czesciej niz klasami nazywa sie te zbiory warstwami grupy i zapisuje jako alP, gdziea € Sijest
ono reprezentantem tej warstwy. Kazda taka warstwa ma szczegdlng ceche:
aP = {a*xp:p € P}
Nasze dziatanie nie musi by¢ przemienne, wtedy wprowadza sie analogiczng relacje -, na
zasadzie:a —~ b © a' x b € P. Wtedy dostajemy:
Pa ={p*xa:p € P}
Warstwy alP nazywa sie lewostronnymi a warstwy Pa nazywa sie prawostronnymi. W
grupach abelowych pojecia te sg tozsame: alP = IPa i nazywa sie je po prostu warstwami.
Nasza podgrupa IP réwniez bedzie jedng z tych warstw, mozemy jg oznaczy¢ jako elP. Z
warunku elementu neutralnego musi ona go zawieraé, a kazdy element moze naleze¢ tylko do
jednej z warstw. Z tego tez wynika, ze jest to jedyna podgrupa wsrdd tych warstw. Teraz nalezy
dowies¢, ze wszystkie te warstwy beda réwnoliczne. W grupach dziatanie ma taka ceche, ze:

b#c=>(axb#*a*xcAb*xa#*c*a)

Jest ona nazywana prawem skreslen lub skracania. Wynika z niej, ze a w dziataniu z kazdym
elementem z IP daje inny wynik i bedzie ich tyle co w zbiorze IP. Uzyskane wyniki nie zalezg od
wyboru reprezentanta z danej warstwy. Poniewaz w danej warstwie znajduja sie tylko takie
elementy, ze dla dowolnych dwéch elementéw z tej warstwy: a x b’ € IP z symetrii takze
wynika: a’ x b € IP, to dziatajac przez odpowiedni element z IP:

a*(a’*b) =exb=>b
Wynika z tego, ze niezaleznie od wybranego elementu uzyskamy catg warstwe dziatajac przez
elementy z P. Wszystkie elementy w IP dla tej warstwy bedg postaci a * b’, wynika to z prawa

skracania. Dlatego po wybraniu reprezentanta z kazdym elementem z P mozemy
jednoznacznie powigzac kazdy element warstwy alP i utworzy¢ bijekcje:

f:P—aP,f(p)=axp
Co ostatecznie pokazuje, ze zbiory te bedg réwnoliczne. Jest to wyjatkowa cecha, poniewaz
klasy abstrakcji w ogdlnosci wcale nie muszg byé réwnoliczne. Analogiczne wfasnosci
posiadajg takze warstwy prawostronne. Bedzie z tego wynika¢, ze: |alP| = |Pa|. Z twierdzenia
o sumie mnogosciowej klas réwnowaznosci dla tych warstw wynika:

S=ePUaq,PUa,PUa;PUaq,PU -
Identycznie bedzie tez dla warstw prawostronnych:

S = Pe U Pa,; U Pa, U Pa; UPa, U -
Ze wzgledu na roztgcznosc tych zbiordw, moc zbioru § mozemy zapisaé jako:
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S| = [eP| + [a;P| + |a;P| + [asP| + |a,P| + -
IS| = [Pe| + [Pay| + [Pay| + [Pas| + [Pay| + -
A poniewaz nasze warstwy sg rownoliczne, to mozemy to zapisac jako:
|S| = n|eP| = n|Pe|

Gdzie n oznacza oczywiscie ilo$¢ tych warstw. Wynika z tego, ze moc zbioru § jest podzielna
przez moc zbioru P, co konczy dowéd twierdzenia.

Uwaga! Twierdzenie odwrotne nie jest prawdziwe. To, ze rzad grupy posiada dzielnik, nie
Swiadczy, ze posiada podgrupe tej mocy, cho¢ moze tak by¢ w szczegdlnych przypadkach. Z
twierdzenia wprost wynika, ze grupa o rzedzie bedgcym liczbg pierwszg jest grupg prosta.
Jezyk nowoczesnej teorii liczb

Cho¢ teoria liczb jest dziedzing matematyki réwnie starg jak geometria euklidesowa, to
wprowadzenie w niej dzielenia z resztg i zbioréw Z, na poczatku XIX wieku otworzyto nowe
mozliwosci w tej dziedzinie. Prawdziwy sens przy dziataniach na tych liczbach wprowadzajg
dopiero pojecia, ktére omdéwimy pdzniej, na razie pokazemy przyktad zapisu kilku znanych
pojec i twierdzen.
Podzielnos$¢
Jezeli jedna liczba jest podzielna przez drugg, to dzieli sie z resztg 0, czyli jesli a|b, to:

b =0 (mod a)
| jezeli a ¥ b to mozemy to zapisac jako:

b £ 0 (mod a)
Chinskie twierdzenie o resztach

Sformutowane w Il wieku AD przez chiskiego matematyka Sun Zi. Az strach pomyslec w jakiej
formie pierwotnie je wyrazono. Bez pojecia przystawania mozemy je sformutowac tak: ,jezeli
mamy dany zestaw liczb wzglednie pierwszych, to zawsze istnieje jedna taka liczba, mniejsza
od ich iloczynu, ze daje ona dowolne reszty przy dzieleniu przez te liczby”. Natomiast przy
pomocy przystawan wyrazamy je tak:

Dla wzglednie pierwszych m;, m,, ms, ... A1 x: 0 < x < mym,ms ... oraz:
x = a,(mod my)
X = a,(mod m,)

X = az(mod my)

Gdzie (aq, az, a3, ...) € Ly, X Ly, X Loy, X ...
Twierdzenie Wilsona

Oryginalnie byto wyrazone jako: ,Jezeli p jest pierwsze to iloczyn liczb naturalnychod 1 do p —
1 zwiekszony o 1 jest podzielny przez p”. Po wprowadzeniu pojecia silni zapisywano je tak:

p|(p — 1! + 1, wprowadzajgc zbiory Z,, wspotczesnie zapisuje sie je jako:
(p—1!'= -1 (mod p)
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Mate twierdzenie Fermata

Fermat (a na 42 lata przed nim Jan Brozek) wyrazit je nastepujgco: ,Jezeli p jest liczba pierwszg
to dowolna liczba nie bedaca jej wielokrotnoscig podniesiona do potegi p-1 pomniejszonao 1
jest podzielna przez p”. Za pomocg przystawania mozna to uproscié:

aP~! =1 (mod p)
a? = a (mod p)
a1 —1 =0 (mod p)

Jak sie pdzniej przekonamy wszystkie trzy zapisy sg sobie réwnowazne.
Twierdzenie Eulera
Jest to uogdlnienie Matego Twierdzenia Fermata. Mdéw ono, ze dla dowolnej liczby b:

a®™ = 1 (mod n)
Gdzie ¢ to funkcja zwracajaca liczbe liczb wzglednie pierwszych z dang liczbg i mniejszych od
niej.
Jak widzimy wyrazenie twierdzen teorii liczb w jezyku przystawania modulo jest bardzo
przejrzyste i czesto upraszcza ich dowody w znaczgcy sposob. Jednak metody dowodzenia

twierdzen z teorii liczb przy pomocy przystawania wymagaja potgczenia relacji réwnowaznosci
z algebrg i omdwienia pojecia kongruencji.
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6.Kongruencje-dziatania na klasach réwnowaznosci

Cho¢ w poprzednim rozdziale dzielilismy za pomoca relacji réwnowaznosci zbiér z okreslonym
dziataniem, to nie interesowato nas, czy relacja , zachowuje dziatanie”. Kongruencja jest to
szczegolny typ relacji rwnowaznosci na zbiorze X, na ktérym okreslone sg jakie$ dziatania.
Niech na naszym zbiorze X bedzie okreslone jakie$ dziatanie, nazwijmy je *. Kongruencja jest
taka relacjg réwnowaznosci, ze dla dowolnych elementéw:

abc,deX:a=cAb=d=a*xb=cx*d

Kongruencja musi zachowywaé wszystkie dziatania * zdefiniowane na tym zbiorze. To, czy
dana relacja réwnowaznosci bedzie kongruencjg zalezy od tego na jakim zbiorze ja
wprowadzimy i jakie dziatania na nim zdefiniujemy.

Jezeli mamy do czynienia z kongruencjg na danym zbiorze z dziataniem, wystarczy wykonywac
je na samych reprezentantach klas réownowaznosci i w nich oddawa¢ wyniki. Kongruencje
pozwalajg przy konstrukcjach zbioréw przenosi¢ dziatania ze zbioréw uzywanych do
konstrukcji.

Przenoszenie dziatan za pomocq kongruencji

Przy przedstawionych wczesniej konstrukcjach zbioréw nie méwiliSmy nic o przenoszeniu
dziatan z jednego zbioru na drugi, po prostu zaktadalismy, ze one przechodza. Teraz czas je
doprecyzowaé. Zatézmy, ze mamy dany zbidr liczb naturalnych z dziataniami mnozenia i
dodawania (N, +,:). Ich definicje mozna wprowadzi¢ z teorii mnogosci jako operacje na
zbiorach o mocach odpowiadajgcych tym liczbom. Pokazemy jak za pomocg kongruencji
przeniesc te dziatania na zbiory Z, Q oraz R.

Zbior liczb catkowitych

StworzyliSmy zbidr liczb Z jako zbiér par uporzgdkowanych liczb N. Chcielibysmy dziatania
mnozenia i dodawania z (N, +,-) przenies¢ na zbiér Z, tak aby stworzyé zbiér (Z, +,°).

Dziatanie dodawania zdefiniujemy jako:
(a,b) + (c,d) € (a+c,b+d)
Teraz nalezy dowiesé, ze zachowuje ono klase réwnowaznosci. Przypomnijmy jej definicje:
(;p)=(c;d)=a+d=c+b
Chcemy wykaza¢, ze dla dowolnych par:
(a,b) = (e, f),(c,d) = (g, h) zachodzi:
(a,b) + (c,d) = (e,f) + (g, h)
Z wprowadzonej wtasnie definicji dodawania:
(a+c,b+d)=(e+g,f+h)
Z wczesniej wprowadzonej definicji rwnowaznosci par:
(a+c)+(f+h)=0B+d)+(e+g)
atct+f+h=b+d+te+yg
(a+f)+(c+h)=((bB+e)+(d+g)

Sprowadzilisémy to do liczb naturalnych, teraz z definicji wiemy, ze poniewaz (a,b) = (e, f) i
(c,d)=(g,h) toa+f=b+e=xi
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c+h=d+ g =y, podstawiajac:

xX+ty=y+x
Co dla liczb naturalnych jest zawsze prawdziwe. Dziatanie mnozenia najwygodniej jest opisac
jako powtarzanie dodawania liczby samej ze sobg, a w przypadku mnozenia przez liczbe
ujemng - liczby do niej przeciwnej. Poniewaz relacja jest kongruencjg dla dodawania, bedzie
nig rowniez dla mnozenia. Po wykonaniu tych zabiegéw formalnych widzimy, ze nasza relacja
réwnowaznosci jest kongruencja i konstruuje zbiér (Z, +,°).

Zbiér liczb wymiernych
Mamy zbiér Q. W nastepnej kolejnosci ze zbioru (Z, +,-) chcemy stworzy¢ zbiér (Q, +,°).
Dodawanie dwdch liczb wymiernych wprowadzamy:
(a,b) + (c,d) ¥ (ad + bc, bd)
Chcemy udowodni¢, ze dla (a, b) = (e, f) i (c,d) = (g, h) zachodzi:
(a,b) + (c,d) = (e,f) + (g, 1)
(ad + bc; bd) = (eh + fg; fh)
fh(ad + bc) = bd(eh + fg)
adfh + bcfh = bdeh + bdfg
af -dh+ch-bf =be-dh+dg - bf
Z zatozenia przystawania par af = be = x orazch = dg = y:
x-dh+y-bf =x-dh+y-bf
Co jest prawdziwe dla dowolnych liczb catkowitych x,y,d, h, b, f.
Mnozenie liczb wymiernych definiujemy w nastepujacy sposdb:
(a,b) - (¢, d) & (ac, bd)
Chcemy dowies¢, ze dla par (a,b) = (e, f) i (c,d) = (g, h) zachodzi:
(a,b) - (c,d) = (e, f) (g, 1)
Stosujgc wprowadzong definicje mnozenia:
(ac,bd) = (eg, fh)
Korzystajac z definicji rGwnowaznosci par:
ac-fh=>bd -eg
a-c-f-h=b-d-e-g
af -ch =be-dg
Wiedzac, ze pary (a,b) = (e, f) i (c,d) = (g, h) s3 rbwnowazne:
af =be=xANch=dg=y
X-y=x-y
Co jest prawdziwe dla dowolnych liczb catkowitych.
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Zbior liczb rzeczywistych
Na koniec celem bedzie stworzenie zbioru (R, +,-). Mamy juz zbiory R oraz (Q, +,-).
Dodawanie definiujemy za pomocg ciggédw Cauchy’ego liczb Q a,, b,, reprezentujgcych liczby
a,b € R:
a+b = lim(a, + by,)
n—-oo
Chcemy dowies¢, ze dla lim (a,, — ¢,,) = 0 oraz lim (b,, — d,;) = 0 zachodzi:
n—->0oo n—>0oo
lim (a, + b,) = lim (¢, + d,)
n—->0o n—->oo

lima, + limb, = limc, + limd,
n—oo n—->oo

n—-oo n—->oo
lima, — limc, = limd,, — lim b,
n—->oo n—-oo n—-oo n—-oo

lim (a, — ¢,) = lim (d,, — by,)
n—oo n—-oo
lim (a, — ¢,) = —lim (b, — d,)
n—->oo n—->0oo
0=-1-0
Otrzymalismy prawde matematyczng, co koriczy dowdd.
Mnozenie takze definiowane jest za pomocg ciggédw Cauchy’ego:
a-b=lim(a,-by,)
n—oo
Analogicznie dowodzimy, zelim (a,, — ¢;,) = 0 lim (b, — d,,) = 0:
n—oo n—oo
lima,b, = limc,d,
n—->oo n-—-oo

lima, - limb, = limc, - limd,
n—oo n—oo n—oo

n—oo
lima, - lim — = limd, - lim —
n—oo n—oo Cn n—-oo n—oo bn
.y . dy
lim — = lim —

n—oo Cn n—-oo bTL

a, —C d,—b
lim(n n+1)=lim<n n+1)

n

anp — Cy bn_dn

+1

lim +1=—-1lim
n—oo Cn n—-oo n

0=0
Po raz kolejny otrzymanie prawdy matematycznej koriczy dowdd. Milczgco nalezato zatozyc,
ze b, # 0 ic, # 0 (s3toreprezentanci wszystkich ciaggdw wymiernych o tej granicy). Dlatego
nalezy jeszcze pokazad trywialny przypadek, kiedy b,, = ¢,, = 0:

lima,b, = limc,d,
n—-oo n—-oo
lim (a, - 0) = lim(d, - 0)
n—->oo n—->0oo
lim0 = lim0
n—-oo n—-oo
0=0
Otrzymanie prawdy matematycznej znéw korniczy dowdd. Skonstruowalismy zbiér (R, +,-).
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Zbiory Z,,-arytmetyka modularna

Zbiory Z, staja sie uzytecznym narzedziem, kiedy zdefiniujemy na nich dziatania
dodawania @,, i mnozenia ®,, modulo przeniesione ze zbioru liczb catkowitych (Z, +,-), tak
aby stworzy¢ zbiér (Z,,, ®,, ®,,). Aby to zrobi¢ musimy pokazaé, ze przystawanie modulo jest
dla nich kongruencja (zazwyczaj w operacjach modularnych zapisuje sie je po prostu + i - ale
po wyraznym oznaczeniu operacji modularnych przez (mod n).

Jesli chodzi o dziatanie dodawania dowdd przeprowadza sie nastepujgco:

WezZmy cztery liczby catkowite a, b, ¢, d, przy czym a = ¢ (mod n) i b = d (mod n). Chcemy
udowodnic, ze:

a+b=c+d(modn)

Przedstawiamy nasze liczby w rozktadzie dzielenia z reszta:
a=x-n+nr,b=y-n+nrn,c=z-n+r,d=v-n+ry:

xn+nr+yn+nr, =zn+r +vn+r,(modn)

(x+y)n+r, + 1, = (z + v)n+r, + rp,(mod n)
Reszty z dzielenia przez n wyrazen po obydwu stronach bedg takie same:

n +1, =1y +1(mod n)

Po obydwu stronach relacji przystawania mamy te samg liczbe catkowitg, ktdra ze wzgledu na

zwrotnos¢ relacji lezy w tej samej klasie rownowaznosci. Przystawanie jest kongruencja dla
dodawania.

Dla dziatania mnozenia dowdd bedzie wygladat nastepujaco:
Dowodzimy, ze dlaa = c (mod n) | b = d (mod n), czyli:
a=x-n+r,b=y-n+n,c=z-n+nrn,d=v-n+n
a-b=c-d(modn)
x-n+r)(y - n+nr)=E-n+r)Ww- -n+r)(modn)
xyn? + xron + yrin + ryry, = zvn? + zryn + vryn + ryry(mod n)
Wszystko co ma wyraz n dzieli sie przez n bez reszty:
1y, = 11y (mod n)

Poniewaz po obydwu stronach relacji jest ta sama liczba, jej reszta z dzielenia przez n réwniez
bedzie taka sama, czyli bedzie w tej samej klasie rGwnowaznosci.

Witasdnie stworzyliSmy zbidr (Z,,, ®,,, ®,,). Dopiero zdefiniowanie na nim dziatania dodawania
nadaje prawdziwy sens liczbom ujemnym, jako elementéw przeciwnych dodawania:

1+(n—1)=1+(—-1) =0 (modn)
Dowolny zbér (Z,,, ®,,) stanowi grupe. Niestety z dziataniem mnozenia juz tak nie jest. Tylko
zbiory (Z,, ®,), gdzie p jest liczbg pierwsza stanowia grupy (a raczej podzbiory Z,/{0}), a
zbiory (Z,, 0,1, ®,, ®,, ) ciafa (inne struktury matematyczne), kiedy p jest liczbg pierwsza. W
ciele dziatania muczg by¢ roztgczne wzgledem siebie i kazde z osobna musi stanowi¢ grupe na

zbiorze. A to wiasnie na jednej z wtasnosci grup opiera sie przystawanie liczb wymiernych(i tak
nie wszystkich), dlatego mozemy je definiowac tylko dla ciat Z,,.
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Do naszej relacji rdwnowaznosci mozemy wtaczy¢ liczby wymierne opierajgc sie wtasnie o
wtasnosci grupy, konkretnie element neutralny i odwracalnosé.
Dla dodawania elementem odwrotnym jest liczba przeciwna czyli —x, a dla mnozenia bedzie
to liczba odwrotna, czyli i Problem polega na tym, ze w zbiorach modulo n nie zawsze da sie
znalez¢ element odwrotny dla kazdego x. Dla zbioru Z, mozliwe jest to jedynie dla liczb
wzglednie pierwszych z n. Dlatego mozliwe jest to wytacznie w zbiorach Z, /{0}, w ktérych
wszystkie liczby sg wzglednie pierwsze z p, co wprost wynika z definicji liczby pierwsze;j.
Czemu wiec nie wolno definiowa¢ odwrotnosci liczb, ktére nie sg wzglednie pierwsze z n? Sg
one dzielnikami zera! Pokazemy to na przyktadzie. Chyba kazdy sie zgodzi, ze: 2 ®¢3 = 0.
Sprébujcie sobie wyobrazi¢ dziatanie:

1 1

> Qs 3=
Chyba lepiej sobie tego nie wyobraza¢ i pozostaC przy liczbach wymiernych w Z, ... Na
pocieszenie, w dowolnym Z, jego podzbiér, mianowicie liczby wzglednie pierwsze z n
stanowig z dziataniem mnozenia ®,, grupe i ich odwrotnosci mozna zdefiniowaé w Z,,.
Uzywajac tej metody mozemy w ciatach Z, odwrotnos¢ kazdej liczby poza O, oczywiscie.
Pokazmy to na przyktadzie Z:

1-1=1(mod7)czylil =1 (mod?7)
2-4=1(mod7) czyli 2 = ; (mod 7) oraz 4 = - (mod 7)
3:5=1(mod7)czyli3 = % (mod 7) oraz 5 = % (mod 7)
6:-6=1(mod7)czyli6 = % (mod 7)

Przystawanie innych utamkdéw mozemy uzyskac¢ za pomocg mnozenia modulo. Na przyktad:

5 1 _

1215:25:3(7’7’10617)

W ten sposéb mozemy przedstawi¢ modulo p dowolng liczbe wymierng, ktérej mianownik nie
jest wielokrotnoscig p i wtaczy¢ do naszych klas rownowaznosci przynajmniej czes¢ liczb
wymiernych. Poniewaz nie mozemy przedstawi¢ wszystkich, nie wolno nam stosowac zapisu
Qp, choc bez watpienia nasuwa sig taka pokusa. Zresztg symbol Q, w algebrze oznacza

zupetnie co innego.
Dowodzenie twierdzen z teorii liczb

Jak wczesniej kilka razy wspominatem, ze za pomocg arytmetyki modularnej mozna w prosty,
a zarazem precyzyjny sposéb dowodzi¢ twierdzenia z teorii liczb. Poniewaz dla dziatan
mnozenia i dodawania przystawanie modularne jest kongruencjg, to mozemy zupetnie
swobodnie wykonywaé dziatania w arytmetyce modularnej i byé pewni, ze nasze rezultaty
odnoszg sie do dowolnych liczb reprezentowanych w tych dziataniach. Cho¢ mozna postugiwac
si¢ dowolnymi Z,, to najwygodniej jest postugiwac sig ciatami Z,,, wtasnie ze wzgledu na
wiasnosci grupy dla mnozenia, oraz co jest zwigzane z definiowaniem liczb wymiernych, w
przystawaniach modulo p mozemy podzieli¢ obydwie strony przez dowolng niezerowg liczbe
z Zp. Omowilismy juz pojecie podzielnosci i mozemy brac sig do roboty.
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Sumy wzglednie pierwsze
Twierdzenie: Jezeli mamy dwie liczby wzglednie pierwsze a i b, to ich suma bedzie wzglednie
pierwsza z a oraz b.

Jezeli liczba a + b ma by¢ wzglednie pierwsza z obydwoma skfadnikami, to ich NWD=1. Aby
tak byto to nie moze ona by¢ podzielna przez zaden dzielnik pierwszy a ani b. Rozbijmy liczbe
a na czynniki pierwsze:

a= plal . pzaz _— pnan
Jest oczywiste, ze:
a =0 (modp,)
a =0 (mod p;)
a =0 (modpy,)

Poniewaz b jest wzglednie pierwsze z a, to b przystaje z niezerowa resztag modulo dowolne p;.
Natomiast ich suma:

a+b=b(modp,)
a+b =b (modp,)

a+b=b(modp,)

Poniewaz b ma niezerowa reszte modulo dowolne p;, to nie jest podzielna przez zaden z
dzielnikdw pierwszych a, a co za tym idzie réwniez i ztozonych. Dlatego NWD(a,a + b) = 1.
Powtarzajac to rozumowanie, ale zamieniajac a z b zauwazymy, ze takze NWD(b,a + b) = 1.
Z tego twierdzenia wynika tez, ze jesli jakas$ liczba dzieli sie przez drugg z resztg wzglednie
pierwsza z nig, to bedzie z nig wzglednie pierwsza.

Chinskie twierdzenie o resztach

Za pomoca kongruencji mozna poda¢ szybki dowdd kombinatoryczny chifnskiego twierdzenia
o resztach. Na poczatek chcemy dowie$é, ze w zbiorze {0,1, ..., m;m, ...m, — 1} dowolna n-
ka reszt (a,ay, ..., a,) wystepuje tylko raz. Dla dowodu nie wprost zatézmy, ze istnieje taka
kombinacja reszt, ktéra sie powtarza dla dwéch réznych a,b € {0,1, ..., mym, ...m, — 1}. Bez
straty ogdlnosci mozna zatozy¢, ze a < b. Wtedy:

a =a;(modm;) b =a;(mod m,)

a = a, (mod m,) b = a, (mod m,)

a=a, (modm,) b =a, (mod my)
Z tego wynika, ze dla liczby b — a, ktdra z zatozen ma by¢ wieksza od 0, ale mniejsza od liczby
m;m, ... my:

b—a = 0(modm,)
b —a = 0(mod m,)

b —a = 0(mod m,)
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Czyli wynika z tego, ze liczba b — a jest podzielna przez kazdg z liczb m;, m,, ..., m,. Ale
poniewaz liczby te byty wzglednie pierwsze, tob —a = k- m;m, ... my, czyli z tego wynika:
b =k:-m;m, ..m, + a, wiec b nie nalezy do naszego zbioru, co daje sprzecznos¢. W
kazdym takim przedziale kombinacja reszt jest unikatowa.

Skoro wiemy, ze w tym zbiorze kazda kombinacja reszt jest unikatowa, obliczmy ilo$¢ tych
kombinacji reszt. Skoro reszt modulo m; bedzie m;, a kolejno$¢ reszt ma znaczenie, to w
takim razie wszystkich tych kombinacji reszt bedzie m;m, ... m,. Poniewaz nasz zbiér ma
doktadnie tyle elementdéw i wiemy, ze zadna kombinacja w nim sie nie powtarza, to wystapia
w nim wszystkie kombinacje. Dowodzi to, ze dla dowolnie wybranych reszt zawsze znajdzie
sie doktadnie jedna liczba w tym przedziale, ktéra spetnia ten uktad przystawan.

Twierdzenie Wilsona
Tutaj trzeba bedzie skorzystac z wtasnosci grupy, ktére omowilismy w tym rozdziale. Na
poczatek przedstawmy iloczyn (p — 1)! modulo p:
p—-D!I=1-2-3-..-—1(modp)
Jest to iloczyn zawierajgcy wszystkie niezerowe reszty modulo p. Teraz dowiedziemy, ze w
ciele (Z,, ®p, ®,) kazda liczba ma tylko jeden element odwrotny(nie liczac zera, ale ono nie
wystgpi w tym iloczynie). Réwniez najszybciej bedzie tego dowies¢ nie wprost:
Jda,b,ccb#cAa-b=1(modp)Aa-c=1(modp) = ab = ac (mod p)
a(b—c) =0 (mod p)
Wynikatoby z tego, ze liczba pierwsza posiada dzielniki mniejsze od niej, co daje sprzecznosc.
| wynika z tego, ze kazdy element ma doktadnie jeden element odwrotny. Rozwazmy teraz,
ktére elementy sg odwracalne ,,same z sobg”. W tym celu nalezy rozwigzaé réwnanie:

x? =1 (mod p)
x? —1 = 0 (mod p)
x—1)(x+1) =0 (modp)

Jak mozna sie byto spodziewac jest to element neutralny 1, oraz poza nim -1. Ze wzgledu na
przemiennos¢ i facznos¢ dziatania, elementy odwracalne ze sobg mozna podobieraé¢ w pary:

1-2:3-..-—-1=1-x-x)-(y-y)-..-—1(modp)
1-x-x)-(yy) w -1=1-1-1-..-—1= -1 (modp)
Czyli wynika z tego (p — 1)! = —1 (mod p), wiec (p — 1)! + 1 = 0 (mod p) dla dowolnej
liczby pierwszej, co dowodzi p|(p — 1)! + 1.
Twierdzenie Eulera

Najpierw dowiedziemy, ze zbidr liczb wzglednie pierwszych z podstawg n tworzy grupe z
dziataniem mnozenia. Z wtasnosci wczesniej omoéwionych w tej pracy wiemy, ze jesli liczba
jest wzglednie pierwsza z podstawg, to reszta z dzielenia przez te liczbe réwniez jest wzglednie
pierwsza z n. Z wtasnosci kongruencji widzimy, ze wobec tego dziatanie na tym zbiorze moze
reprezentowac dziatanie na dowolnych liczbach wzglednie pierwszych z n. Dla mnozenia na
tym zbiorze

1) Jest ono wewnetrzne: NWD(a,n) = 1ANWD(b,n) =1 = NWD(ab,n) =1
2) Jest ono tgczne, skoro jest faczne w Z,,, to jest faczne w jego podzbiorze.
3) Ma ono element neutralny, bo NWD(1,n) =1
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4) Jest ono odwracalne, dowdd nieco bardziej skomplikowany i wtgczajgcy dziatanie
dodawania modularnego. Dowodzi sie prawa skreslen nie wprost:
ab = ac (mod n)
ab —ac = 0 (mod n)
a(b —c¢) = 0 (mod n)

Co jest sprzeczne dla a wzglednie pierwszego z n i dowodzi, ze dla réznych b ic

wyniki muszg by¢ rézne. Mnozgc w ten sposdb przez kazdy element z tego zbioru

mozna uzyskac caty zbiér, wiec takze i 1.

5) Jest ono przemienne: skoro byto przemienne w Z,, jest ono przemienne takze w

jego podzbiorze
Dlatego dziatanie to wraz z tym zbiorem daje grupe abelowg, jej rzad wynosi ¢(n). Teraz
dowodzimy, ze dziatanie potegowania w tej grupie jest cykliczne i elementy tego cyklu beda
stanowi¢ podgrupe. Zgodnie z prawem skracania dla réznych b, dziatanie a - b daje rdine
wyniki dla tego samego a i te same, kiedy b jest takie samo. tgczac prawo skracania z zasadg
szufladkowa: poniewaz jest doktadnie @(n) reszt z dzielenia w ciggu @(n) + 1 elementéw
przynajmniej jedna reszta musi sie powtérzyé. Poniewaz jedyna operacja w tym ciggu to
mnozenie przez a, $wiadczy to o pojawieniu sie jedynki. Ze wzgledu na to kolejne potegi a™
bedg dawaé rézne wyniki do momentu takiego k: a® = 1 (mod n), wiec a**! = a (mod n) i
cykl powtarza sie od poczatku. Dowiedziemy, ze zbidr wartosci dodatnich poteg liczby a
stanowi grupe abelowg z dziataniem mnozenia.

1) Jest ono wewnetrzne: a™ - a™ = a™*™(mod n)

2) Jest ono taczne, tak jak w catym zbiorze Z,

3) Ma ono element neutralny, bo wystepuje w nim a* = 1 (mod n)
4) Jest ono odwracalne: Va™, a™ - a*™" = 1 (mod n)

5) |jest ono przemienne, tak jak w Z,,

Dlatego bedzie stanowi¢ grupe rzedu k. Liczbe k nazywamy rzedem elementu a, a samo a
generatorem tej podgrupy (a). Z twierdzenia Lagrange’a, ktdre jest zamieszczone w
poprzednim rozdziale, wynika, ze rzad dowolnej podgrupy jest dzielnikiem rzedu catej grupy,
czyli: k| (n). | z tego wynika, ze:

a®™ = (a®)! = 1' =1 (mod n)
Co dowodzi na poczatku postawionej tezy.
Mate Twierdzenie Fermata
Jest to szczegdlny przypadek twierdzenia Eulera. Dla liczby pierwszej p:
aP~! =1 (mod p)
Jezelia # 0 (mod p) to NWD(a,p) = 1. Poniewaz ¢(p) = p — 1, to:
a?~! = a?® (mod p)
| poprawnos¢ tezy wynika z twierdzenia Eulera.
Trojki pitagorejskie
W dowolnej pierwotnej (takiej, ze wszystkie trzy liczby nie majg NWD>1) tréjce pitagorejskiej

jedna z liczb a lub b musi by¢ podzielna przez 3. Skorzystamy z matego twierdzenia Fermata.
Jezeli tréjka jest pierwotna, to przynajmniej dwie liczby majg niezerowe reszty modulo 3.
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Poniewaz te same liczby majg te same reszty z dzielenia, réowno$¢ mozemy zastgpic
przystawaniem:

a? + b? = ¢?, czylia? + b? = c?(mod 3)

Jezelia £ 0 (mod 3) A b £ 0(mod 3), to z Matego twierdzenia Fermata:
a’+b*=1+1=2(mod 3)

Jezeli 3|c = ¢? = 0 (mod 3), ajezeli 3 t ¢ = ¢? = 1(mod 3).

Czyli dostajemy 2 = 0 (mod 3) lub 2 = 1(mod 3). Otrzymana sprzeczno$¢ pokazuje nam, ze
a lub b jest podzielne przez 3, bo wtedy:

1+ 0 = 1(mod 3), co jest zgodne z prawda.
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